МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ, 1980-Т98Т гг. 
(Т курс, П семестр) 
ПРОГРАММА 


`. #4 Веришированные и банаховы пространства 
Т. Определение нормированных и банаховых пространств. Примеры конечно- 


мерных нормированных пространств. Неравенства Минковского ,Гельдера, 
Юнга. 


2. Примеры т ны чат банаховых пространств: пространства после- 
довательностей ( р’ вю, С), ограниченных функций, ограниченных не- 


прерывных отображений (доказательство его банаховости). 


5. Критерий непрерывности линейного оператора. Пространство непре- 
рывных линейных ‚операторов. Сопряженное пространство. 


4. Изоморфизм нормированных пространств. Описание конечномерных норми- 
рованных пространств. Теорема Ф.Рисса: шар в бесконечномерном нор- 
мированном пространстве некомпактен. 


5. Прямая сумма нормированных пространств. Теорема Банаха об обратном 
отображении (без док-ва). Пространство непрерывных полилинейных 
отображений. 

П. Ряды 

6. Ряды в нормированном пространстве. Критерий Коши. Коммутативная 
сходимость Абсолютная сходимость. Критерий абсолютной сходимости. 
Абсолютно суммируемые семейства. Свойства коммутативности и ассоци- 
ативности. Теорема об умножении абсолютно сходящихся рядов. 


7. Признаки сходимости рядов с неотрицательными членами: признак срав- 
нения, эталонные ряды 3-х . Признаки Коши и Д’Аламбера, их 


м 
сравнение, вычисление в, УИ, 


8. Степенные ряды. Радиус сходимости, формула Коши-Адамара. Нормальная 
сходимость функционального ряда. Дналитические функции в круге, их 
непрерывность. 


9. Комплексная экспонента, ее простейшие свойства. Синус и косинус, 
ормула Эйлера. 
10. Условно сходящиеея ряды.Суммирование по частям. Признаки сходимо- 
сти Дирихле и Лейбница. Теорема Абеля. Следствие их нее. 


Ш. Дифференциальное исчисление 


ГП. Дифференциальное исчисление для вектор-функций числового аргумента 
(вещественного или комплексного). Правая и левая производная. Фор- 
‘мальные правила дифференцирования: линейность, производная произ- 
ведения, производная сложной и обратной функции. 


12. Теорема о конечных р еыы для всюду дифференцируемых вещестае 
венно-значных Функци . Теоремы Роляя, Лагранжа и Коши и их след- 
ствия. Правило Лопиталя. Применения дифференциального исчисления к 
доказательству неравенствг неравенство о взвешенном среднем. 


15. Теорема о конечых приращениях для вектов-функций. Следствия. Слу- 
Чай функции комплексного аргумента. 


4. Теорема о дифференцируемости предела последовательности. Производ- 
ная аналитической функции. 


15. Сюръективность комплексной экспоненты. Число 77. Корни п-ой степе- 
НИ Из комплексных чисвя. 


У. Примитивные и интегралы 
16. Свойство"непрерывности"производной. Определение примитивной. Тео- 
рема о примитивной предела последовательности и ее снействия 


С. 


:7. Ступенчатые и правильные функции. Характеризация правильных функций. 
| ‚ Следствия: операции над правильными функциями, свойства 
’их примитивных. 


18. Определение интеграла от правильной Функции на отрезке в В. Связь 
с интегралом Римана. Теорема Ньютона-Лейбница. Свойства интегралов: 
линейность, интегрирование по частям, замена переменной, теорема о 
среднем. 

19. Длина кривой. Натуральный параметр. Натуральный параметр на окружно- 
сти. 

20. Примитивная аналитической унии Элементарные функции и табличные 
интегралы. Интегрирование функций в“ (ки. бк) Е (оъс х)7 . Вычисаение 


Ах ах. Формула Валлиса. 


21. Разложение рациональных функций на простейшие дроби. Комплексный 
логарифмы. Интегрирование рациональных функций. 


У. Высшие производные 
гг. Высшие производные. Линейность, формула Лейбница, формула интегри- 
рования по часям п-ого порядка. Приложения: примитивная функции 
ейХ.хИ; многочлены Лехжандра. 


25. Выпуклые функции: определение и простейшие свойства. Критерий вы- 
_ пуклости. Геометрический смысл второй производной. Выпуклость ех И 
еще одно доказательство неравенства о взвешенных средних. 


24. Формула Тейлора: локальная форма, интегральная форма остаточного 
члена, аценки остаточного члена. Формула Тейлора для функций ком- 
плексного аргумента. Ряд Тейлора. Единственность разложения функции 
в степенной ряд. > 


25. Разложение функций е’, 3(и*, с * в ряд Тейпора с оценкой оста- 
точного члена. Биномиальнаяч формула. Разложения (и. (1+х), олоха Х 


и ое х. 
У1. Эйлеровы разложения 


° 4 
26. Эйлерово разложение 264, Применение к вычислению сумм 7. иск 


27. о финьое произведения. Критерий коммутативной сходимости. Кри- 
терий сходимости произведения т В(п), где В(х) - рациональная фун- 
КЦИЯ. ИА. | | 

28. ЭЙлерово разложение $и*. Еще одно доказательство формулы Валлиса. 

29. Г - функция: формула Эйлера. Исследование Г(х при х70 ; производ- 
ные Г(х). в Эйлера. Вычисление ы. “1 )({+ <=)... о ак). 


Зе по сии БЕК / 


(ее. (|: вв 
Формула дополнения. | (и у =) (+5 
х. * ® 


Администрация желает студентам успешно сдать экзамен. 


Нормированные и банаховы пространства 


| Основная идея цифференициального исчисления - аппроксимация произвольных 
‘ отображений линейвыми. Чтобы это имело смысл, нужно, чтобы области определе- 
’ ния и значений рассматриваемых отображений были нормированными векторными 
пространствами. 
Определение. Векторзное пр-во Е(нац полем К= В или С) назывется норми- 
рованным,@сли в нем введена метрика с{ ‚, уповлетворяющая условиям: , 
Т) сцвиг на всякий вектор есть изометрия (т.е. 4(х+>, 4+2) = б(х, 4) УЕ 
2) умножение на скаляр ^еК есть растяжение в Л раз, т.е. Их, 4) = №96, 9 
Из (1) =>0/(х,у) = Я. (х-у,0), т.е. с определяется функцией (х!\ =в((х,0)- 
она наз. нормой в Е. 
Эквивалентное определение нормироваия. пр-ва: в Е введена норма |! | :Е 
-—В , удовлетворяющая условиям: Т) 10| =0 и\\х|>0 прих #0. 
2) | х+у| < |хИ + |У! Ух,уеЕ (нер-во треугольника) ;3) Ил! =[>1И ХИ УЛЕК 


Банахово пространство = полное нормированное пространство. 
Замечание. Нормированное пр-во нац С можно рассматривать и нац В. 


Примеры и конструкции. Т. Конечномерные пр-ва. Мы уже знаем три нормы в К": 
(хи, = АЧГ «С, А О аКЯ Более общо, Ур, 
р>Г положим | КИ = кии ++) _ 

Теорема. ( И; - норма в КП Урр Г. Док-во. Нетривиально только нер-во 
треугольника у оно наз. нер-вом Минковского: [2 (к.+чЧ0 "< 
= (12.0) т. (2490 )% | при х;, У: >0, р>Т. 
При Р={ показывать нечего, поэтому буцем счивтть р>Т. Назовем сопряженным 
к р>Г число 9 ‚такое, что Т/р + 1/4 =Т. &> 9-= р-); Р= 94-0; @-94,-)=4 ). 


Вывецем нер-во Минковского из ети нер-ва_Гельдера: 
. Ц. о Г г) ОЕ ы. 
са: < (2х еее фи й (Х:, 420) м г 





(при Р = Я = 3 ото нер-во Коши-Буняковского-Шварца). Е а ев) 
Док-во нер-ва Минковского: > (Х; += № (+ > 44 (+) < 

(Е. кг у. [2 ЧУ М + (4) (39 а 

(по нер-ву Гельдера и повкольку 9(р - Г)=р). Осталось умножить обе части 
нер-ва на [2+ "74 ор 14 | 


м, 4 
Док-во_нер-ва_Гельцера: Лемма: авар" 4 при а,в> 0. 


Вывод нер-ва Гельдера из леммы: положим Х = 2 хр 2 у" ь Применим 
: = м“. 
лемму к а = а ‚ в= Фи и сложим по 1514: 2 ЧЕ „| 2124: _ 
= ты д =4 ‚ что и требуется. ху © У 


Док-во леммы (не совсем строгое (сейчас), но очень наглядное). Восполь- 
зуемся нер-вом_ Юнга : пусть У=У(х) - непр.,строго возраст.ф-ия от х при 
х>0, $(0) = 0, и 4+ (у) — обрат ия. Тогда: Уа,в>0 имеем:, 

ар = (79 ож + ИУ (4) 44 Сом. р\®. ) 

положив У(х) = х* (так, что у (у) = у &-) = уг) 
леммы. Теорема показана. 

Замечание, Очевидно , ||х|.<|хИ < п". ХИ, так,что ИхИ = фид Их 

(это оправдывает обозначение). ы ро № 






‚ получим утвержцение^ 


Норм. и банаховы пр-ва. Продоля. —. 
2. Пр-ва послеповательностей у р=1 положим 5 (= 2, (к))= ем 
х ЕК, 2. 1х2 <“ 9 (0„= пр-во ограниченных последовательностей). Нар- 
ма в р “определяется формулой || (жа)! = [2 [х | р] ГР (соотв., норма в е ; 
|1 (х = $ [хд[). Все эти пространства - банаховы (буцет доказано позцнее 
или цано в задачах). 


3. Пр-во ограниченных функций В(А;К) - банахово с нормой ||{||= Фир се. 
Более общо, если Е - нормированное пр-во, то пр-во огрниченных ото Оажений 
В(А;Е) - нормировано с нормой || {|= “449! ; если Е - банахово,то В(А;Е) -ба 

4. Очевицно, векторнее подпр-во нормированного пр-ва - нормировано, зам-& 
кнутое вект. подпр-во банахова пр-ва - банахово. 

Следующий очень важный пример - пр-во огранич. непр. отображений. 

метрич. пр-ва Х и нормир.пр-ва Е положим С”(Х;Е)- пр-во огранич. непр. 
отображ. из Хв Е. : 

Теорема: С”(Х;Е) явл. замкнутым векторн.подир-вом в В(Х;Е). В частности, 
если Е- банахово, то С”(Х;Е) - банахово. | 

Док-во. Г. СО; Е) — вект.подпр-во. Это вытекает из слецующего очевицного 
_ предложения: отображение (х,у) => х+у Ех Е->Е- равномерно непр. в _. 
ЕхЕ , отобрав. (Л,х) нъ-\х КхЕ--—Е- непр. в КхЕ (доказывается так 
же, как и непр. алгебр.операций в В и@). | 
с. Замкнутость (ХЕ). Цусть послец. (11) непр. ф-ий Х >Е равномерно схо- 
ется к 7 :Х > Е. Нужно цок-ть, что { -непр. Цусть ХоЕ Хи =>0. Выберем п 
такое, что |[4(х)- 4, (< Е УхеХ. и окр.\Т э хо такую, что [4 (Ю-1 {Е 
при хе. Тогда при хе\/ имеем {16-14-4094 6-Е. 6 Ч -ке , 
что и требуется (этот распространенный метод наз. & /З приемом). Теорема док. 

5. Подпр-во многочленов на отрезке [Га,в] не замкнуто в пр-ве непр. ф-ий | 
(попробуйте д-ть это!). Более того, знаменитая теорема Вейерштрасса утверж- 
дает, что оно всюду плотно. | | 

6. Предлажение: Пополнение нормиров.пр-ва является банаховым пр-вом. Бо- 
лее точно, оперзации (х,у) 2х +у ЕЕ - Ки (\; х) => Хх прополжаются по 


отображений Ех ЕЁ -Е и КЁ > Е по непрерывности, и с этими о ИЯМи 
становится банаховым пр-вом (это надо уметь показывать сащим!). = 
7. \ рэ! ввецем в пр-во С[а,в| непр. ф-ий на отрезке |`а,в} норму 4Иь= 
= [ток |7? . Все эти пр-ва неполны (это зацача!); пополнение 
С[а,в} во норма [ |, обозначается [, (а, ВТ. 

В. Непрерывные_линейные операторы. Предложение: Пусть В и ЁР - нормированны 
пр-ва, А; Б>Р- линейныйрператор. Слепующие условия эквивалентны: (11 А - 
непрерывен; (2) А ограничен в шаре В(0,1)< Е; (3) 4 6>0 : |4А(х)\<б-хИ 
\ хеЕ. Док-во. Эквив. (2) и (3} очевидна. Из (3) следует, что |\ А(х)-А(у)| = 
| А(х-у)||=С [| х-у| , т.е. равномерная непр. А. Обратно, если А непр. вт. 
(0)= Е, то А ограничен в нек-м шаре с центром в (0), а, значит и в ецинич- 
ном шаре. Т.е. (1] =5(2). Препл. цоказнао. 

В силу этого предложения непр. операторы называют также ограниченными. 





Нормированные и банаховы пр-ва. Продолжение, 3 


Обозначим пр-во непр. линейных операторов А:Ё > Е через. У (Е,Ё). Для Ас 
= У(Е,Р) положим ПА! = 445 20| 1'А(х)/< 6-54 УхеЕС . Эквивалентные 
определения: [[А|| = $мР_А(х) = тр тАбх) . 


ИХ{<Т ИХ! = 
Предл. Пр-во $. (Е,Е) с нормой || А! является нормированным пр-вом. Если Р - 
банахово, то { (Е,ЁР) - банахово. Д-во: Первое утв. очевидно. Далее, 5 (Е, Е) 
изометрично вложено в С” (В;Е), где В=В(0;Т)< Е; дост.д-ть, что 5 (Е,Р) 


замкнуто в С” (В;Е). Для этого дост.д-ть, что если ИУх«Е йт А1(х) = А(х), 
пюо 
где все АдзЕ- В - линейны, то и оператор А линеен, а это очевидно. 


В частности, при Е = К получаем пр-во непрерывных линейннх функционалов 
на Е (или линейных форм на Е). Оно называется сопряженным к Е и обознача- 
ется Е* или Е. Мы видим, что Е* всегда банахово (даже если Е - нет). | 

Назовем нормированные пр-ва Е и Е изоморфными, если между ними есть линей 
ный гомеоморфизм.(Не обязательно изометрия!) Две нормы | (т и ИИ 2 В пр-ве 
Е наз. эквивалентными, если тождественное отображение (Е, /! [т — (Е, 5) 
является гомеоморфизмом. Мы получаем, что |{|т эквив. 1 2 <3С1>0и 620 
чтоСт( Жт < (хо < 65 И т УхЕЕ. | 

Предл. а) всякие два конечномерные нормированные пр-ва одинаковой размер- 
ности изоморфны, как нормированные пр-ва, 

6) Если Е-конечномерно, а Р - любое нормированное пр-во, то и линейное 
отображение Е > Е непрерывно. 

в) Конечномерное подир-во нормир. пр-ва всегда замкнуто. | 
Док-во. Пусть К" - нормир.с 14)! =2|х,| . Докажем сначала, что /лин.отобран 
жение Д:К\ Е - непр. Имеем: А( (Хт»-. Хи) = е, для некоторых ее Е, 
откуда НА((х„))1= 2х *[е|< ( тахфе_!) ПП (хх)(| =А - непр. Пусть теперь 
А:К\>Е - линейный изоморфизм. Поскольку А и, след., (х +>А(х)\ ) - непр., 
а единич.сфера $ в К"! -компакт, по т.ВейерштрассаиА(х)(| достигается (и 


отличен от 0, т.к. А - изоморфизм). Значит, |(А(х)!/| > С\х\ для нек-го 6> 0, 
_ откуда А“ - непр. Это доказывает а) и 0). в) следует из того, что конечног 
мерное пр-во - банахово. | 

Теорема (Ф.Рисс). Пусть Е - нормир. пр-во. Тогда Е конечномерно<—>щар В= 
В(0;Т) в Е компактен. Док-во: =>) ясно. Пусть В - компактен. Тогда 3 ат, 
ао,...,ат : ыы. В(а„; 1/2). Пусть \/ - конечномерное пр-во, порожденное 


ат,...›ат. Докажем от противного, что \/ =Е. Пусть 4 хеЕ\\М. Поскольку 


\/ замкнуто, имеем %(х,\М )=(>0. У уе\ За, : $ - ак |= Т/2. Отсюда 


(5-У[#а-у --Уа, |[> 2=( - это противоречит определению 5. 


П С но ованных прос ств Е1@ Е (= произведение Етх Е›) есть 
их алгебраическая прямая сумма, снабженная нормой ||(ху›хо)!! =мах(! хх) 
(жет, хо< Е› ). Можно вместо тах брать > Их. или 1х №+Их - полу- 


чатся изоморфные нормированные пр-ва. ЕТ и Ё› линейно изометричны замкну- 
тым подпр-вам Ех{0} и(о}х Во в Етх Е». Будем считать, что Ет и Е -подпр- 
ва ви, х Бу; тогда Етх Ес - их (алгебраическая) прямая сумма. 


Нормир.пр-ва. Продолжение. йа 


Обратно, пусть В - нормир. вект.пр-во, и Ет,Но - вект.подпр-ва Е, такие, 
что Е=ЕтеЕо — алгебраическая прямая сумма. Рассмотрим нормир. :пр-во 180 
и линейный оператор { :ЕтхЕ› >Е, заданный формулой 6 (хХтьхо)= ХТ+хо. Оче- 
видно, &- непрерывен и является изоморфизмом вект.пространств. Говорят, что 
Е — топологическая прямая сумма подпр-в т И Во» если с- гомеоморфизм. Оче- 
видно, для этого необходимо, чтобы Ети Е были замкнуты в Е. Оказывается, 
если Е - банахово, то верно и обратное: если банахово пр-во есть алгебраи- 
ческая прямая сумма своих замкнутых векторных подпр-в Е И Ес, то оно есть 
их топологическая прямая сумма. это- нетривиальный и глубокий результат. Он 
сразу вытекает из следующей (трудной!) теоремы, которую мы примем без док-и: 
`Т.Банаха об обратном отображении. Непрерывная линейная биекция одного 
банахова пр-ва на другое является гомеоморфизмом(т.е. обратное отображение 
тоже непрерывно). 
Пере овка: Если в пр-ве Е заданы две нормы || |. и] |, относитель- 


но которых Е - банахово, и | 2 т< айх1 У хеЕ, то Чв: Их о < ВИХИт Ухегвк, 
т.е. И и 1!> - эквивалентны. 


Определния и результвты о прямой сумме сразу переносятся на случай любого 
конечного числа пространств. 


Непрерывные полилинейные отображения. Предл. Пусть Е.В» Е - НОр- 
мированные пр-ва, и А: Ех. . ХВ —> Е - полилинейное отображение. Тогда сле- 
дующие условия эквивалентны: (Т) А -непр.; (2) А ограничен в единичном шаре 

их = т, ..., х|< ТУ прева Втх...хХ Е; (3) 9с>0: АХ... ХИ < сх... ИХ 
У х.е Е.. Док-во. Эквивалентность (2) и (3) и (1) =>(2) доказываются так хе, 
как для лин.операторов, т.е. случая п = Т (см.выше). Докважем (3) =(Т). — 
(Для простоты, при п = 2). Пусть (ат,а2) е Ех Ес. Имеем || А(ху,хо) - А(ат»а 
= А(ху,хо)-А(хр»ао) + А(хт,а)-А(ат,ао)| =1А(ху»хо-а2) + А(х]-ат,а2)(= 
= сх иНхо-а2+ С -ааз |. Пусть | ху-а1< ©, |хо-а2 < $". Тогда И А(ху,хо)- 
- А(ат» ао) < СоАтати-+иаоИ + “) — стремится к 0 при 45-0, т.е. А непр. в 
| (ат.ао), что и требуется. 
_ Обозначим через % (Ет,Ео,...,Е ; В) векторное пр-во всех непр. полили- 
нейных отображений Ех Вох. ..Х Е > Р. Оно является нормированным векторным 
пр-вом с нормой || А| В МАСЕр, ++. ХИ (= 6-4 {С > О:МА(хть... 2) С 
..:Ихи). Эти пр-ва сводятся к пр-вам вида У. (Е,Г). | 
Предложение. Для каждого АЕХ (Е, Е; ) ихеЕ обозначим через Ах: Е-К 
оператор у = А(х,у). Тогда А % (Е, &), оператор А: х ->А, лежит в Х (Е, 
У (Р,С)), и отображение А А асть линейнаЯизометрия между Х (Е,Е; 6 ) и 
Х (Е, Х(Е,С)). Док-во провести самостоятельно (это простое, но полезное 
упражнение на усвоение определений.) Индукцией по п убеждаемся, что 
И а ‚ЕЕУЕ ) отождествляется с сохранением нормы с пр-вом (ЕТ, (Е 
..- ЕЕ). 
ТЕМА: РЯДЫ 
Пусть Е - нормированное пр-во. Рядом в Е наз. пара последовательностей 
(хп) пт? ($1) пот В Е, связанных соотношением Я п= ж + ж+...+ хи. Эл-т 


5. 


хл наз. п-ым членом ряда, $. - п-ой частной суммой. Иногда говорят о ряде 
(хп) или о ряде > хи. Ряд (хн) сходится к Зе, если (ии. 8, =$; вектор 
< называют суммой ряда и пищут $ = 2х. В 

Простейшие свойства рядов сразу вытекают из соответствующих свойств по- 
следовательностей. Например:Г) если х=5, р Уп =6 ‚ а,ве К, то ряд 
(ах +вуг) сходится, и его сумма равна а$*+ вф. 

2) Критерий Коши: Если ряд (хн) сходится, то У=>0 Я по: Упуи,, р>20 = 
>| п+ ео | = | Хи + "Хар |=. Обратно, если Е - полно, то из это- 
го условия вытекает сходимость ряда (хо) . В частности, если ряд (х_) схо- 
дится, то би х ЕО — необходимое, но не достаточное условие. 

(С понятием ряда связано интуитивное представление о сумме ряда, как о 
"настоящей"сумме бесконечного числа слагаемых. Хотелось бы, чтобы выполня- 


лись обычные свойства сложения, например, коммутативность. 
Определение. Ряд (х-) коммутативно (или безусловно) сходится;-если для 


любой: перестановки б : А/>А/ ряд (х 5 (п). сходится к одной и той же сумме. 

Сходящийся ряд не всегда сходится коммутативно (приведите пример!). Важ- 
нейший пример, когда это можно гарантировать - ряды с неотрицательными (ве- 
щественными) членами. Предл. Пусть ((х) , ( $1)) - дих > 0 \ п. Следую- 
щие условия эквивалентны: (Т) Ряд (хо) сходится. (2) Я возрастающая после- 
довВАЙьность натуральных чисел кт, Ко,..., такая, что последовательность 
(5 п) ограничена; (3) Множество {$.= = х Тограничено, где Т пробегает 
все конечные подмножества М. При этом хп = УР 5 9 . Док-во очевидно. 
В частности, из (3) вытекает, что сходящийся ряд с неотрицательными члена- 
ми сходится коммутативно. 

Обобщение этого примера приводит к фундаментальному понятию абсолютной 
сходимости. Опредвление. Ряд (х-) вЕ наз. абсолютно сходящимся, если схо- 
дится ряд (|х |). 

Предложение. В банаховом пр-ве Е абсолютно сходящийся ряд сходится и 
| Н?х (| < 2Ц хнй . Док-во сразу вытекает из критерия Кони. 
замечание. Справедлив полезный критерий полноты: если в пр-ве Е любой аб- 
солютно сходящийся ряд сходится, то Е - банахово (задача!). 

В дальнейшем Е предполагаетея банаховым. 

Предложение. Всякий абсолютно сходящийся ряд сходится коммутативно. 
Воспользуемся след.критерием абс. сходимости: следующие условия эквивалент- 
ны:(Т) Ряд (х) сходится абсолютно; (2) Конечные суммы 2. Их 1 ограничены 
(Т пробегает все конечные подмн-ва / }; (3) /Е70 4 конечное подмн-во Н/У 
такое, что во хи <& \Уконечного Кс АЙ, не пересекающегося с Н. При этом 
По Хи — (Х|< 92 У конечного № > Н. 

“^ЭквивалёйТность (Т) и (2) очевидна, а (2) и (3)-легко доказывается. Да- 
лее, из (3) следует, что 12 Ха - или < а .о Отсюда || 2 Кн ник 
(т.к. [т, 1 > Н при больших /\/ ),и, значит, | =. Хи 2 Хи [| < 2=. Из этого 
неравенства, очевидно, следует, что (х.) КОМУ тиВНО  СХОДИТСЯ. 


6. 
Определение. Счетное семейство Е с К Векторов В наз. абсолютно сумми- 
руемым, если для некоторой биекции 9 : // >К ряд (х ч(п)) абсолютно сходит- 
ся. Из последнего предложения вытекает, что это св-во не зависит от У, и 
что сумма 2 2 Ха = 2 Ху(п) Определена корректно. Заменяя (в условиях (Т)- 


—(3)) выше у На К, получаем критерий абсолютной суммируемости. Следующее ут- 
верждение очевидно: если (х ал Ра абс.суммируемо, и Вс А, то подсемейство 
(х, св Также абс.суммируемо, и „24 = = и 4. 


Предложение. ( Ассоциативность абс, ии рядов). Пусть (х, ) Е абс. 
суммируемое семейство. Пусть (ВАЛЬ семейство непустых Мы А, такое, 
что Д = ИВ) ‚и ВП В= @ при Е и Положим Е, = „Хи: Тогда семей- 
ство СИ абс.суммируемо, и 2 = = 2, х«„ 5 Док-во провести самим. 
Замечание, Если число В» конечно, то верно И май утверждение: если 
каждое из "Ъемейств ола В> абс.суммируемо, тои (х,) ‚. д абс.суммируемо 
Предложение. Непрерывный линейный оператор А: Е > переводит сходящийся 
ряд в сходящийся и сумму в сумму. Если (х абс.сходится, то и (Ах. )) также 


абс.сходится. Док-во очевидно. 
Прелложение. Пусть Е,Еи @- банаховы, Ле 52 (Е,Е;С). Если (ха) — абс.сход. 


ряд вЕ, (у.) - абс.сход.ряд в Р, то семейство (А(х»,Уд)) ((м,п)= М х/) 
абс.суммируемо, и > А(х,Ун) = А(2. жи, 2 Уд). 
Док-во. В силу критёрия абс. сходимости нуно д-ть, что | р суммы АЧАСХи» у 
ограничены. Но | А(х„›у)й = ПАН ЦИ УИ = 2 А(Ху»Ур) = ПАЙ. у - 
р Далее, Е двух рр положений: > АЖ» У) = 

= 2. (2. А(х»У)) = АХ» 2. У мех. > у. ), ч. т.д. 
В частности, при Ё = =. С = НИ поле), и ГТА(х, у)=х.у получаем тео- 
рему об умножении абс.сход. числовых рядов. Мы видим, что произведением чис- 
ловых рядов (а)) и (ви) естественно считать семейство (а*Ви) (м, п)е ху. 
Если мы ХОЖИМ анаь произведение рядов снова рядом, надо выбрать схему 
умножения, Т.е. задать разбиение /ЛУх АУ = К ‚В. Например, в схеме Коши 
кладут В = АК,6)[К+2=ПУ, т.е.называю произведением рядов (а) и (в) 
ряд (сп ), где с= ‚2. акВе (это связано, как мы ниже увидим, с НЫ 
отепеных рядов. .) Возможны и другие схемы, например, схема Дирихле: сс = 

= 2- акр (она связана с умножением рядов Дирихле 2 а, п п ° . Мы видим, 
что для абс.сходящихся рядов выбор любой схемы приводит к одному и тому же 
результату. Произведение сходящихся рядов (но не абс.сходящихся!) по любой 
схеме может расходиться. (Это - задача.) 

Свойства и признаки сходимости числовых ов прекрасно изложены в книге 
у. н"Основы математического анализа" (см. стр.68 - 8Т). 


Диффе-> Фенциальное исчисление Те = 


Всем известно определение производной: 2’ (хо = . Нстест- 


венлая для нас общность, когда это „определение имеет омысл: `х. ЕК (= В или 
С*ссо значе в нормир. пр-ве Е Нд К. Если [ (хо) - Вона, то 
+ - дифференцируема в т. (хо), и { (хо а (первая)  ромавоия 2 ВЕ 
Говорят, что е : 1-Е - диф. на м { дифференцируема в каждой точке 





О 


7. 


У (\- открытое мн-во в К; если К = @, то { наз.голоморфной на Ч) 
При этом 4’: 7-Е - функция. (Другие но ИЛИ С). 


сли с В , то имеют смысл ПОНЯТИЯ левой и тв равой производной и диф- 
у у / 
ференцируемости слева и справа: $ и (х_)= Д.Е о) (аналогично, # (х_)) 
0“ х-х+ К О 
Замечания и примеры: (Т)Эти понятия зависят только от топологии на Е. 


(2)Производная - локальное понятие (зависит только от произвольно малой 
окрестности т.х,). ? 
(3) Если { - дийференцируема в т.х., то { непр. в т.х.. Если ЧА, (х_) и 
{ 
Фе(хо), то $ непр.в х.. При этом Ф- дифьв хо<=> [(к) =4% (хо). 
(4) В кинематике, если 4 ({) - положение движущейся точки в момент & , то 
= мгновенная скорость. Комплексная производная также имеет многочис: 


ленные физические прилажения, например, в гипродинамике. 
5)Производная постоянной ф-ции = а с фуции х > ах+в 
Хх Х. — 


а, ва Е), есть постоянная ф-ция а; диф, при хА0 и -(1/;8); 
би, х)“ = /х. + _ { 

В -ция | х[на В. имеет 4 (0) =Т и /(0) =-{, т.е. не дифф. в 0. 

7 4 (х)=1 АЕ МЫ 101 - непр. на В, но не имеет в 0 ни правой 


ни левой производной. 4 Фф-ции, непр.на отрезке и не дифференц.нихв одной 


точке. ` 
(8)$-ия #(х) [= и „Шх ‚ хе В 01 воду дийфоренцируема на В. , но 


разрывна в 0 (мы увидим позже, что такая"патолегия" невозможна для циффе- 
енцируемости в С). 

9) Определение дидференцируемости 2 можно переписать так: 
(=? 0) + _ (% (х-х,) + о( х-хо ), где символ о( х-Хо ) означает 


У$(х).(х-х.), причем би Ч (х) =0. Это значит, что 4/ при х > хо"приближенн 
но линейна". При 7: В >В. - это имеет обычную интерпретацию: график у= 
=#(х) снабжен касательной в т. в. (хо)) с угловым коэбфициентом д (хо). 


При 4:6 ->С это значит, что. локально усроена как умножение на комплекс- 
ное число, т.е.есть растяжение и поворот. 


Формальные правила ере ования:Т) Линейность. Ф-ции, диф. в Хо, 

{ 
образуют вект.пр-во над ЕЁ, и {> { (хо) — его линейное отображение в Е. 
Ф-пии, диф. на 7, образуют вект.пр-во и {- 04 =4 — его лин.отображение в 


вект.пр-во ф-ций У >Е. Предостережение: отображение { =>.) {, вообще гово- 
ря не непрерывно. 
Предложение. Пусть А:Е >Р ине ОрЫВНЫЙ Если [: У-Е диф. в Хо, 


то Ае 7. : М-ЪЕ- ди. в Хо, и (Ао )! (хо)= А( (>). Лок-во очевидно. 
Следатвие: если УФ- непр.лин.форма на Е, то (9°{)’ УС 
Примеры:Т) Если {=(? 4. ): УэЕх Еох...х Е, то{ диф. в хо 
все ФР: диф. вх,, и #'Ско) = (41(%.), „., Фь (о). 

2) Если #() - положение движ.точки в В, и 9(6) - проекция /(*) 
на некот. ыы вдоль нек-го вектора, то скорость 9 (Е) есть проекция 
скорости : 

ели комплекснозначная ф-ия (в В или ©), и аЕб, то е/ (хо) = 

=а "(х » 
Пе ПроиЭ водная произведения. Предл. Пусть #.: У Е - диф. в Хо (6=4,.„") 
и задано непр.полилинейное отображение ЕухЕох...хЕ, >Е (т, ЭХ) -> 
Бт,...›х]. Тогда отображ, х=*41(х) ,{ (х),...,/ (Хх)  (излЛв Р) диф. в 
хо, и его производная в х, равна 7. ‚(ко бкь) 4.) (ке) „фк Ко) ] 
Док-во обычное. В частности, при п=ё: (441 (хо)= (+ 4 ]+ [44'1) (Ко). 


8. 
Принеы, Т) Вам у числовая фил, в 9 - зектор-фыии, то (4) + 


(произведение КхЕ 

2) (хп)' = п.хП-1 (все 4 ‹ равны просто х) => производная многочлена > ах“ 
равна 7 ках (аеЕ). -— 
3)Имеем евклидово скалярное произведение <: В в -в. Значит, ес- 
ля 4,4 : 1-8, то <{;47=<{,97+44$,4'>. В\остности, если [9] 
У Зи т.е. $ - отображение в сферу, то 0= <{+}'= 2544 > ‚ Т.е. 

4. О, У (х) - матричные ф-ции (К ->МаЁ (К)), то (ИУ) 9+0 
(произведение - произведение матриц). |: 

о. Поскольку определитель матрицы есть полилинейная функция ее столбцов, 


получаем следующее правило: производная определителя п-го порядка есть сум- 
ма п определителей, получающихся из данного заменой членов к-го столбца 
(к=В,2,...,П) их производными. 


3. Производная сложной функции, Предложение. Пусть 4 :7->к — числовая 
ция, а вектор-Ф-1 я за. С Те в К, содержащем 
{< =$( 


(7) ® Если 4- ® ) Ч (хо). (хо) ® Док-в ® 
(. }- \о)} а . 
4 


в) 
(4( 
)- (Ко) (х 
|= - 7. и ь | : 4 — “ (к) и 
негр. в:х. Но == -- Со) =“ (х}] их.” ? откуда все следует. 


4) Производная обратной ф-ции. Предл. Пусть “Л, \/ - открыты в К, 4 : И>\У- 
гомеоморфизм, а $ : У - \/- обратный гомеоморфизм.Если # диф. в хе и 
Роя 0, то 9 диф-мо в 400), и 9(4(х)= 1/4'(х,). Д-во очевидно. 
Следствие. Если { - диф. на\Л,и Р’”(х)#О наш’, то 4 диф.на \/, и4(у)= 
= (ору У 
Заме Яоказанные утверждения позволяют вычислить производные всех 
элементарных й (и это надо уметь делать). НЕример, (с®, И еХ). = 
ТИТ/сх = е^ при хе В ; (ха) = (сах)! - а/х + ей” Х = аха-1 при х>0,аеВ 


&)Все формальные правжила могут быть сформулированы для левых и правых про- 
извадцных (сделайте это сами!). Кроме того, если $ : Г --|, где Т-открыто в 
В., то очевидно определяется производная, равная + с или - со. Приведенные 
правила обобщаются и на этот случай. 


Теорема о конечные приращениях. Все наши рассуждения до сих пор носили 
локальный характер. Теперь же мы хотим связать производные с глобальным по- 
ведениям функции. Дальше некоторое время будет К = В... Ялёр&® М: УЗ 

Предложение. Пусть 7 :Т > имеет локальный максимум в т.х,. (т.е. $(х)= 
<4(хо) для х из нек-рой окрестности х.).Жоли 3 4»(хо), то {*(х.) =0; если 
966%), то 46 (хо) > 0. Значит, если 4 диф-ма в (х.),то 4х, )= 0. (Ана 
логично для локального минимума.) 
Т.Ролля. Если? :|а,в\ >В - непр., диф. на (а, в), и а) =Р(в), то Ч са 
и / | 
=(а,в): Р(‹) = 0. Док-во. Если { = со, то $'(х) =0. Пусть $ принимает 
значения > 4(а). Тогда т.с, где { достигает мах (она -] по т.Вейерштрасса), 
отлична от аи в. По предыдущему предл. # (с) = О ч.т.д. 
Т.Коши. Если {4 :Га,в] ->В- непр. на Га, в | и диф. на (а,в), то Эхе 


=(а,в) : (4(в) - {(а))* 9 (х) = (9(в) -4 (а))* {* (>. 













положим И, (х)= 







44 

46) {5 40) 

@)3(*),3(6) ] - 

С о ха. №сли 1: — непр., и диф. на (а,в), : 
(а,в): | (в) - 1 (а) = {' (с) ь: [2 ВЕ а ме - 


(к) =(®и@ (Хх) =х. 
0-19 сли М < {'(х)= М на (а, в), то ив (а) С. 
Следствие. Если #20 на (а,в) ‚то 4 не убывает; если 1“ О на (а,в), то 
не возрастант; если {’= 0, то { = сои5%. | 
Еще одно полезное следствие: Правило Липиталя. Пусть ас В, вра, ф-ции {и 
9 ‚- вещественные и дифф-мы на (а,в), и’ (х) ЕО при хе (а,в). Пусть 


/ ри 
х)/а’(х) >А @®) при х > а. Тогда каждое из условий: 
{ 7/1 а) ие >0 и 3 (х) ->0 при х >2а или 


и > + 00 при хзжа 
влечет за собой, что # (>) /4 (х) >А при х >а. 


Док-во.Пусть сначала А ф + 0. Выберем Арх 4-+ => ,‚ и докажем, что 
$ (х)/ 3 (х) < 4, в нек-ой окрестности т.а. Выберем се (а,в): #(х)/а (х)=р 
при а<х<с. В силу т.Ролля 4 (х) # 9(у) при х Е у, и можно считажь, что 

9 (х) #0 при адхас. По т. Еоши У х,у: а<хьусс имеем: 


{ 
(=) На -Н =) ср, те Ё=(х,у). 

(=) ус1ремляя $ 
В случае (а) устремляя х к а при фиксир. у, получим, что 2(7)/2 (У) =р < $, 
что и требовалось. В случае (0) также биксир.у. При х достаточно близких 
ка имеем #(х)> 9 (у), 3 (х)> 0.Поэтому, умножив (=) на 0, полу- 
чим, что : < т- о + у. Отсюда при &тдостаточно близких в а 
снова - ы < д. Аналогично, если Ах -ю ‚ир<А, то ы >р при х дост, 
близких ка, и предл. доказано. 4 


Прежде, чем переходить к более общей формулировке теоремы о конечных 
приращениях, приведем типичное применение полученных результатов к док-ву 
неравенств. 


Предл. При О<а<Т, их>0 имеем {00 = ^ - ах+а- 1<0. | 
Док-во. Имеем 4'(х)= а(ха-1-т), откуда 4 (х)> 0 при хх Т, и # (х)<0 при 
ХЕ. т.е. 4 возрастает при х<Т и убывает при х>Т. значит, + (х) <ИГ= 
Следствия, Т. Положив х= х_, получаем, что хт*хо “& ах+ (1-а) Хо. 
Отсюда индукцией пон то у, р 0<5; < 4, 
Ки. о. Е &` = 


т "+, | ==; =14 
В частности, при ал=а=...=а) =, получаем неравенство Кош! 
2. Положив а= Т/р, Т-а=№ , хт=а?, хо=вИ ‚ получим: ав < —- + 8. - 


это - нер-во Юнга (см.выше). у 
Теорема о конечных приращениях лля вектор-функций. Пусть 1 =[{а,в|< В ь 


4: 1 -Еи 9; Г-ъ®@ - непр. Предположим, что Ё и $ имеют пИую производ- 
ную в [а,в) \А, где А - некоторое счетное подмножество ( @7”(х) может рав- 


няться + ©), и ({(%)| = 4. (х) при хеГ \ А. Тогда (в) - 1(а)|<4(в) - 
-9(а). ОДок-во. Пусть А =] а. | пе//т, т.е. точки А как-то упорядочены. 
Фиксируем &>0, и рассмотрим мн-во = 7 УЕ те при а=х=у имеем | (х)- 
- 1(а)(=9(х) -4 (а) +ё (х-а) + Е. > 2. Достаточно док-ть, что” = Т. 0че- 
видно, ае 7, иуеф => [ау ет. Отсбда У - промежуток с началом в а; 


Е 
пусть с - его конец. В силу непр. + и 4 имеем се\У ; осталось д-ть, что 


Док-во. Дост.применить т.Ролля к Функции Ч (х)= 46 


<> 


То. 


с = в. Предпол., что с<хв. По определению правой производ- 
ной Чу>с: при с<х< у НЫ) - УЧ) © "ре х-с)\ < (с), |9 (х) - 


ь (с) - де (6) (х-о) | = р (х-с). Отсюда |4(х) - Р(с) [< о- + 
Е (х-с) < 4х (с) (х-е) + 8(х-с)< 9(х) - 9 (с) + & (х-с). Отсюда следует, 
что у=./ - противоречие о (6) = + © , то рассуждение еще проще). 

2 случай. с=а,<А. В силу непр. лы 9 3 у>с такое, что при е<х<у 

(0 - (о 09 - 4(с) +=, ‚ откуда снова уЕ Т. Теорема доказане 


Следствия. Т. Если «м при хет\л, то | Ив) - 4(а) |< М(в-а). 


й застности, если 2. 00=0 при хе Т\ А, го = сои. Док-во. Положим 
х) = М.х. 

Для числовых р если 92(х) >20 при хе Т\.А, то 4 цеубывает на Т. 
И ПОЛОЖИМ 

3. Более общо: если м < 8, '(х) =М при хетТ\А, том (в-а) < 4(в) -9(а) = 


2М*(в-а), причем, если 4$ - не линейная ф-ция, то оба нер-ва строгие. Док-вс 
—`Применим предыдущее следствие к 8 (х)- мхи М - -4 (х)., 


Замечание. „Во всех предыдущих рез-тах можно заменить 4, на г. е + 
Сформулируем теперь теорему о функциях на ©. 
Предл. Пусть У- откр. выпуклое мн-во в ©, и 4: м кф тэ. Воли [|4 
«м УЕ2ЕЧ, то (#(в) - $ (в)1 = М-|в-а| 
Док-во. Положим 4 (6) = Е [(а)+ (в-а)), ги а Яо: = ((а+ &(в-а)) 
>в) - [(аХ =19 (1) - о [в-а[= М.в-а|. 
Следствие. Пуствь 0 - область в © (т.е. открытое и связное мн-во), иРиуа 
> Е - непр. Тогда [ = с0ом5 0 = (= 0. 


Док-во. Пусть {' = 0, иае\ - фикс.точка. Мн-во [= = [{(=) = $] вамк- 
РА .К. / —непр.; в силу предл. оно и открыто => оно совпадает с1/ ‚что 
и треб. 


риложения теоремы о конечных приращениях. Теорема о но ииоски 
последовательности. ме \/ - открытое связное мн-во в К (В. или О, Е-’ 


банахово во над Ё, 3х - послед. диф. отображений Ч —Е. предирло- 
жим, что: (1) Послед. о. )) сходится для некоторой точки хеЕТ;. 


(2) УаЕЙ Ч круг Ва) с центром в а, в котором послед. (о сходится 
равнощмерно. Тогда \ а Е\/ послед. д фк) сход. равномерно в В(а). Если + (х)= 
= фа <, и 9 <) = бы Д.Сх), то 0 диф, в М, и о а (®. 
Док-В0.> Пусть у - радиус В(а). Применив т. о конечных аня к #(х)- 
- РыС) в В(а), получим: || (4.609 - = %)- 4 @)- 4 Це Ик-аи 
(=) Умов. Сис 6 54е И.С - ФС. 

Из критерия Кош (поскольку Е - и мы видим, что если послед. (#) 
сходитая в нек. точке В(а), то она сходится в точке В(а). Отсюда следует 
что оба мн-ва ХЕ 7 (х) сходится и [хе Ч | #,(х) не сходится $ от 
крыты в /. Поскольку /- свяжно, из условия (Т) следует, что р. (х) схо-_ 
дится ® \Ухе Ч. Из (=) вытекает, что сходимость в В(а) - равномерная. 
Осталось док-ть, что #'= 4 . Нужно д-ть, что для х, близких ка, 4 (х)- 
—4{(а) мало отличается от @(а) й - а) /меньше, чем на Е\х-а\/. Достаточно 


применить # /З прием к | к [&) м. 24 а) ны больших п. 
СС и 9. (&) (х-&) 
Вариант пля рядов. Если (хо) сходится для нев. хЕЧ ‚и Чае ху 


ряд 2 И, равномерно сходится в В(а), то ряд ?и (®)равномерно сходится 


— НВ 
в В(а), и (24(х)) = Ре. се 


Применение к аналитическим функциям. Предл. Стеленной 'рядудифФеренцируем 
м 
в своем круге.сходимости, и его производная равна 2. ИС,г . ее 
Док-во. Достаточно д-ЕЬ, что радиусы сходимости рядов > ср“ из пс 2 


совпадают. Это вытекает из формулы Коши-Адамара, т.к. и Уи. =Т. 
Приложения к элементарным функциям. Т. При -ГТ<х<Т имеем и(Т+х) = 
=х - КГ. К... +(-1)^*. Хх"... „Лок-во. 0бе ф-ции равны 0 при х=0 и их про- 


изводные равны Т/(Т+х) т, -=х<Т. Значит.эти ф-ции равны. Как уже упоми- 
налось, из т.Абеля следует, что равенство справедливо и при х= Е. 


<. Имеем (е2)’= е“ \2еб. Поскольку Уих И 60% х определялись из равен- 


‹ ь а { 
ства е “Х- со] +6 и. (х$ дифференцированием мы получаем, что (им х) = 
созх, (сос х)' =- 56и. х.М хе (в действи-тевьности это верно и при хе ®). 


Предложение. Гамомордизм Е н-е“* есть сюръекция В. на 7 Ре С| 12| = ТС. 


Его ядро (т.е. Г4е В, е“^=Т ) состоит из целочисленных кратных некоторого 
положительного числа. По определению это число называется #1. 


Док-во. Рассм. мн-во 1 = хо | оз у>0 при Одудзх . Поскольну со; -, 
непр. ф-ция, и со© 0=Т, мы видим, что 1=[0,&] где Оха <+ ео. Имеем (ук х)= 
= созх>0 на [0,а) => ди.х возрастает на | => м х >0 на (0,а) = (соз х}= 
=- м х<0 на (0,а) ==›созх убывает на Т. Предположим, а = +<о . Тогда 
3 4% ‚© “ХХ ЦЕ С. Но 4 хо (близкое к 0), такое, что ‘е’“О# Т. Имеем и. = 
— ме (Х+Хо) = е "Хо „ == И=0, чего не может быть, т.к. | е^Х(=тУхев. 
ИК а < + <. Отсюда ясно, что соз а =0, им а =Т, т.е. е“`Я.- (, , и ото- 
бражение хн>е “* есть гомеоморфизм(0,а ] на часть ©*, лежащую в первом ква- 
дранте. Поскольку е = е“(Х-), мы видим, что х зе гомеоморфно отобра- 
жает отрезки[@,2а [, [2а,За |, (За, да на частв ®*^, лежащие соответственно во 


П, Ши 1У квадрантах. Отсюда 4а = 2Д , т.е. а= 1/2, и предложение доказано: 
Попутно мы получили, что.график баки с % имеют привычный вид: 








Следствие. Из каждого т ОТО числа извлекается корень всякой нату- 
ральной степени (это заполняет пробел в док-ве основной теоремы алгебры в 


Т семестре) .Лок-во: пусть ЕЯ 0. Тогда |2| = е и ы = е(У при некоторых 

хиу из В, т.е. 2= ех*У. Это означает, что 2 = \/", где м/= е Мк (Х+СУ). 
Примитивные и интегралы. Пусть ТГ - промежуток в.К, Е - банахово пр-во над 
В, и {: ТЕ - отображение. Грубдговоря, мы хотим построить ф-цию 9 :1:- 


> Е, такую, что 9'=+ . уславие, что есть чья-то производная на всем Т, 
оказывается очень оильно ограничивающим, как показывает следующее предл. 


Предложение. Пусть 9 :(а,в) >Е - непр. и дифр. на (а,в)` нек-ое счетное 
полмн-=во А. Предполохим, что 4 дас. огда 4 продолжается по непре- 


рывности в т.а, и продолженная фоИя имеет 9% (а)=с. 
Д-во. Применим т. о конечных приращениях к ф-ции 9(=)-с-=; мы полу- 


{[ 
чим |(9(у) - %(%) - с(у-х)< Ноя (здесь ас хх у). Поэтому 
УЕ?>О0 будемламеть (*) 19(у) -4(х)- с(у-х] = 8 (у-х) при х и у доста- 
точно близких к а. Из,(»=) видно, что колебание 4 в т.а равно 0 =>по крите. 
рию Коши 5 дим(х) = 4(а). Переходя в (*) к пределу при х—>а,, видим, 
что 9.(а) = с, что и треб. 

! 6 
Замечание. Можно заменить в условии а на в, и 3..(а) на 9 о (В). 


<. 


Слелствие. Если Я диф. на (ав), и для нек-го Хх. (а, в) 3 Аж (х) и 

. > 
не. 9' (х) ‚ то оба эти предела совпадают с а’ (9. Иными словами, производ- 
ная не может иметь разрывев первого рода. Например, "ступенька" |7“ 


не является производной. Но она есть производная кусочно-линейной ф-ции 
всюду, кроме одной точки. Это подсказывает 

Определение. Всли {: Т ->Е, то ф-ция 49 наз. примитивной (или первообраз- 
Ной Функции 4 ‚если 4 непр. на Т, и имеет производную, равную х), всю- 


ду кроме, некоторого сченого подмн-ва Т. 

Замечание. Примитивная не изменится, если 4 изменить на счетном мн-ве то- 
чек. В частности, можно считать, что #ф не определена на счетномин-ве то- 
чек Т. 


Препложнние. Примтивная определена с тойостью до прибавления постоянной 

фуНЕ Слюбые две примитивные отличаются на константу), Док-во- сразу 

вытекает из т.о конечных приращениях. | 
Существование примитивных. Правильные . 


Будем считать дальше, что 1=[а,в|- отрезок в В. 

Теорема. Пусть Ра Т >Е - послед.ф-ий, и пусть 9,:Г >Е - примитивная 
1 \М/п. Предположим, что + бт. 4, (хо) для нек-го хет, и что послед. (#1) 
равноменно сходится на Т к ф-ции $. Тогда послед.($.) равномерно сходится 
на Тк о ции д ‚ являющейся примитивной {/. Док-во досмовно такое же,как у 
теоремы о почленной дифф. последовательности (это есть ее обобщение). 


Следствие.Х. Множество $ ограниченных ф-ций Г >Ё, имеющих на Т примитив: 
ную, есть замкнутое векторное подпространство пр-ва В(Т,Е) огранич, отобрах 


Т ->Е; в частности У, банахово. 

Следствие ©. Пусть хет. Пусть для 4{еЯ Р( ) - есть примтивная + ‚ обрн: 
щающаяся в О при х=х.. Тогда Р: 9, -> © (Т,Е) (пр-во непр. отобрах.)- есть 
непрерывный линейный оператор. 

Мы выведем из следствия Х существование примитивных для важного класса 


пред еление. { :[а,в|-7Е наз. ступенчатой, если разбиение Га, в_] на 
конечное число промежутков, на каждом из которых функция 2 постоянна. 
Иными словами, 4 конечная послед. а=х.< хт<,.Ахру=в, такая, что [ постоян- 
на на всех (х. т,х.). Ясно, что ступенчатые ф-ции образуют вект. пр-во. 
Элементы его замыкания называются правильными функциями. 

Следствие 3. Всякая правильная функция на Га, в] имеет примитивную. 


Док-во. Ясно, что всякая ступенчатая ф-ция имеет примитивную. Опишем более 
явно правильные ф-ции. Из определения ясно, что МУ правильная ф-ция ограни- 
чена и имеет не более чем счетное число точек разрыва (каждая ступенчат 
ф- имеет конечное че ло точек разрыва; если фиравноерно сходится к Я 
То непр. всюду, где ненр. все /„ (это было раньше)/. 


Характеризация правильных Функций. Предл. Фф-ция [:[а,в] 2Е правильна 


<==>она имеет односторонние пределы в каждой точкеа, в]. Док-во. =>) ясно, 
что заключение верно для любой ступенчатой ф-ции. Дальше - стандартный 2/== 


— прием. <=) Пустьё>0.Но условию \ хе[а,в]4 М=(е„,д,) э х такой, что 
колебание 4 на каждом из интервалов ТП (с,х.) и ТЛ(х, д) не больше 6. 
Выберем из покрытия/\,( хетТ Конечное подпокрытие \/,..., Д. Расположим 
все точки а,в,х., с, и д, в последовательность аа, < ат к ‚са в. 
Легко видеть, что каждый Интервал (ак_т›2х) лежит в одном из (хх ИЛИ 


ТЗ. 
(хД), а значит, колебание { на нем < &. Положим $ (ак)= {(а»), и а 
на (а, т,а„) равным 1 (с) для нек-го се(а,_т,а,). Ясно, что 9 - ступен- 


чата, и ||{- (<. Отсюда о правильна. 

замечание. Из определения с односторонними пределами совсем не очевидно, 

что ограничена и имеет лишь счетное число точек разрыва (докажите это 

непосредственно!)., Мы будем исследовать примитивные и интегралы только от 
правильных функций (хотя неверно то, что всякая ф-ция, имеющая примитив- 


ную, правильна). р р 
ледствия из характериз ВИЛЬНЫХ й: ТГ. Всякая непр.ф-ция 


{Е Т-ЪЕи всякая монотонная ф-ция {:Т >В. правильны. | 
2. Если [„:Т > Е= правильны (Т< кп), ид: ПР(Т) >Е - непр., то слож- 
ная ф-ция 9 (4, Сани (В) правильна. В частности: если /Д правильна 
то || {| - правильна; правильные числовые функции образуют кольцо.; если 
) и 9 правильны, то мах С, 9) и имм (ф, 4) — правильны. 

3. Пусть $ - правильна на Т, и 4$ - ее примитивная. Тогда у хе 49, (х) 
и 92 (х) (кроме 9. (в) и 1, (а)), и 9% (х)= ит. „Ч (у), Яе(х)= 

= Ми (у). В частности, 9 дифф. в точках непр. Ч, и 9'(х) =#(>х). 
Таким образом, если {- непр., то 4 - точная примитивная фу т.е. 9' (х)= 


= я У хеТ (интересно, что для док-ва этого мы вышли за пределы непр. 
ф-ций.) Это следствие сразу вытекает из первого предложения в этом разлел 


Интегральное исчисление. Определение. Пусть /: [а,в| >Е - правильная 
функция (Е- банахово пр-во над В.). Мы полагаем Г (хх = 9 (в)-3(@), 
где 9-(какая-нибудь) примитивная : | ы 

Связь с интегралом Римана. Разбиением [а,в] назовем конечную послед. 
а=х < хт<...<х=в; число $” = мах (х-х„_т) наз.диаметром разбиения. 
Суммой Римана для { относительно разбиения (х,) будем называть сумму ви- 
да: 5 (хх _т), тде фе [к тьх,]. в 
Предл. Пусть {- правильна на[а, в]. Тогда УЕ>о 3 9 [4946 -5< 
длясяюбой суммы Римана относительно любого разбиения диаметра < {. 


поЕ-во. Обычный &/3-трюк сводит дело к случаю, когда у. —- ступенчатая, 
Усть — примитивная 4 ‚и уу“... Ум - мн-во точек разрыва 

ф-ции 4 . Ясно, что 3 не более чем @м отрезков [ х._ ‚хх | на которых {не 
постоянна. На каждом из них || 9 (к; ) 90%) 4 004-к-)= АМ.) <&м8, 


где М= ив (это т.о конечных приращениях для функции 4(х) - 7 (4. )-х) 





в то же Время на остальных отрезках ом -9(х_-) 54 (хх _) =0 
Отсюда || |1 2) -3[ = 4 Мик. 9 кВ Е р ыз 


Таким образом, уля нашего интеграла выполняются все наглядные представле": 
ния, связанные с интегралом Римана. Хр, / 
Заметим, что т. Ньютона - Лейбница (( в # (6) 4) = 4 (<) Для непр._/ ), 


являющаяся краеугольным камнем анализа, при нашем подходе становится про- 
‚ сто определением. 


Свойства интегралов. Все они получаются простым переложением на язык 
интегралов свойств производных, доказанных раные. ‚ Ч, к р 
т. Ух,у, #е Га, в] имеем ("4 (4) 44 =0, [34+ ан Мы ы 
2. Линейность: (14+63)0 = ^/ {8 Че Е + 9 
3. Если ЕР - банаховы, М :Е >Р - непр. лин. опер., }: ТЕ - правиль 


р Г 4 14. 
на, то 7 : Т- Р- правильна, к Ге (ея = (1484) 
4. Интегрирование по частям. Пусть Е›Е?и © - банаховы пр-ва (х,у) > 
[х,у] - непр. билинейное р ЕХхХЕР- 2: 1-Еи ‚4. : >ЕР - нев фЪ-ии, 
явл. примтивными правильных (обозначим их {и ; Тогда ф-ции [4 4'] 
и а ГР 4 | -правильны п |, ОО [44367 |6 - м 464) 9 '(6) 4%. 
(обозначение Г (4) а. обозначает Г (в) - Е (а): | 
5: Замена переменных; Пусть { :1 о - ее кн явл. примитивной пра: 
вилЬной ф-ции ‘] а ) - рткр. ВНЕ непр.(или { -прав., 
а +{ - момотонная), Тогда {() ел: г = 9 Ча. 
Док-вое если |,- примитивная 0’, то |/°4 иввая ф-ции 4 (С) 
6. Теорема о среднем: Пусть числовая мин та авильная на 1 =[а,в | $ 
стТ - мн-во точек, где $ непр., м = 24 Их), м сие). Тогда 
м < т р {84% = М; если 1 (х) & сокзь на $ то оба нер-ва = строгиез 
Седонние Т; Ели { (х)> Она), то [’ 4+ 420; если { 50 на’) , то 
‚ нер-ва - рн 
Нар ”. Пусть числовая ф-ция 4 ав. на Ти ‚9 (х)> 0 в своих точка: 
непру Тогда ии, } а) = ь п. М {1 8.04) 4+. 


Те :1т-> Е = ®® Т 
орема © среднем ТЕ (6) 9% торе пу ({ и ры Пре НеНЕР 


Приложение: М. дуги кривой, ПуоФь Е - бавахево пр-во: Кривой в Е наз. 
непр; отобр8 © :[а,в] > в: Длиной кривой {” назовем Вы (к) - У(ке-1) 
(а=х, < хт <; $. х=в), Т.е; вероиюю грань дли ломаннх, вписанных в данную 
кривую. \“наз; спрямляемой, если длииа “с со. 

Следующие св-ва очевидны из определения (и р тр-ка) : 

Г)Если а=х,< хо з.<хев - «иннани сы и {; = ильх х;|[»› то у - 
спрямпнема<>, все {; спрямляемы, причем длина \” равна сумме длин у. 

2) Если © :[6,{] ->[а,в\- ионы, то \“ спрямляема <=> “© спрям- 
ляема, и их длины равны р не зависит от параметризации иривой). 

_ Педл. Пусть {“” является примитивной кусочно-непр. правильной ф-ции {“ с 
Тогда {“снрямляема и ее длина равна (0 | (АХ. 
Док-воь В силу св-ва Т) выше шожно считать, что {| непр: на[ар]: Имеем 

И РО С 6 3 | РО = РР 

= длина \ < Г | Г гв обратную ИЕ воспользуемся тем, что 
\“‘ равномерно `непр. ( докажем м это чуть позже); Выберем Е>0, а затем ‹’>0 

такое, что ( $“(<)-{' (|< при |$-%|< 9%. Пусть АХ < х Кс хев- раг- 

бииние дивметра = <". Если © [Х;,,Х; 1 эт И < ДЕ +Е — 

у ИИС (к, -Х: и) = 1’: (Кн) =1$”* (у (97 +1, )- М 
=! | оне“ (АЕ < УС УСК +8 к-Ке-). 

Складыкан по (=Т,и.:.н, получаем, что И (У © < длина Х +22 (ва)! 
Поскольку © - произвольно, предл. доказанох 
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Следствие. (натуральная параметризация кривой). В условиях предложения 
пусть /”(х)=0 лишь в конечном числе точек. Положим $ (х)= ИСХ. 
Тогда $ - гомеоморфизм [а,в.] 25 [0, 2] ‚ (где - длина $ уз Пусть С : [0 > 
а, в) — обратный гомеомррфизм; параметризация $ -> К 2($)) наз. натураль- 
ной. Имеем: (№5) ($)= СИЗ в тех точках $ „где (С®))существу- 
ети} 0); в частности, «С ) (5) (( ` = Г. Иными словами, параметр ® име- 


ет смысл длины кривой. — 
Пример. Параметризация окружности [0,29 -> $1 % вю е“) - натуральная, 


поскольку (е“* )* = се“ => (( (е** у [ = Г. Это значит, что $ есть длина дуги 
окружности, проходимой в положительном направлении от (1,0) до е“* = 

= (со<в, эм <). В частности, длина $1 равна (как и следовало ожидать)2х. 

олг из Г семестра/. №сли Х - компакт, $ - метрич. пр-во, и 1: д >У- 

непр., то ? — равномерно непр.Док-во. От противного. Ёсли # - не равноме 
рно непр., то ЗЕ ?0 и две последовательности(хг)и(уг\з Х такие, что 

4 (хп»Уп) <ГИпи & (Ё (хп), 4 (Уп)) > . Выберем из (хи) сходящуюся под- 
последовательность хи —>х. Тогда у -—х, и из нерр. { в точке х следу- 

К 
ет, что ЧР 2% АЕ )) <Е при больших к. Противоречие! 
К К 


Нахождение примитивных. 
Предл. Если $) = ск - а)" - ф-ция, аналитическая в круге [х-а[< В, 


=. С 
то она имеет примтивную в этом круге 9 <= = т (х-а) ПТ (т.е. 4'(х)= 
= { (х)), и радиусы сходимости Ё и 3 совпадают. 
Это сразу следует из предложения о производной аналитической ф-ции. 
Чтобы находить примитивные, надо иметь запас"табличных"интегралов, т.е. 
элементарных ф-ций. 2 Е 
Список элементарных ф-ций: прежде всего е^ (2е®), их (х>0), х (х>0 
© с 


ас В). Далее, из е= получаются функции сосаи и & (2Е6©): с0$2 ры 
в _е- 





ма = ---5=——-.Остальные тригонометрические ф-ции: 6х, 44 х. 
Обратные тригонометрические ф-ции: аи. :[-1,Г] > ГУ, , азесот :[-Т, 


Ц >[,Х1. (впрочем, ауссоз х =Х/2 - а их), 2044 : В > (-\/2, 942), 
Гиперболические ф-ции: сх =, со = &-Е8--- ‚ зрх = 65а, сх =1/2. 
‚ (еХ- е^Х), фух = -5№5- = 9-5. их надо знать! (включая графики, 


ука в” + : 5% — 8 — ЧЕХ 
основные тождества и т.д. ) 42 325 я 


Обратные гиперболические ф-ции: члесхе [1-9 ) — Гол оз) ое (Чи) >В. 
Доказать самим; атсерх = и, (+ х^+Т), ауссй.х= [м (х+ \ х2-т ‚ атс х =! 
= 1/2 1х . От всех этих функций надо зВуть производные и уметь испольв 


зовать их для нахождения примитивных, т.е. интегрирования. 
Таблица ("табличные интегралы". 









обе 2 













Е | - [+ 
их | сок  сИх Е.Х  аммы к | 4/рраи АЗК 4 
[/х созх|-хмх  $1к| ЖК  одееь х |- {МХ ‘блсе к ИГ 





465% сле Хх 1/Санхг) ‘ое х | 4/1 -ХЭ 


Т6. 


реа примера вычисления примитивных: Г.Мы знаем примитивную для е”*: это 
Я. 3. е. 


де“ (ав С\00$). Поскольку м х, со> х, а также их натуральные степени 
есть линейные комбинации экспонент с ынимым показателем), это ие 
находить примитивные и вида ©” ‚(со вс". (Ш бх)Т р, 


П имер: зи с 5 (#*К- Е с. я 2 “(ке факс. ь (2 26. 
ды УИ = И. КЕ и). к] : в частности, 
ыы = А им) = ВИНЕ УЗИ Е ^ Для у. “ЧК этот метод дает. 
° довольно сложное выражение, Н6 он Может быть ‘зычислен другим полезным при- 
емом: положим ей" Зе 2 При п> 1 имеем: 1 оао - м" сек [0 

+ "зе. Си Ь сиё = к Г” @-Уы СЫН Ти. я 


ди по 2. За, 
откуда тя ее а ‚Значит, и 9-1”. -° Гот а и (ВЫЧИСЛЬННЫЙ 


выше интеграл у. = Л ИХ ож быть о точно так же). 

Следствие. бои. Валлиса = Ат, < 23.4... ры к } 

док-во: очевидно, 12 № — 50. И бы, ть? Г. Значит, ди и =Г, а 
> => Зи 


это и есть ид я 

г. Интегрирование рациональных функций. Пусть В(х) - рац. ф-ция вещест- 
венного аргумента х (с комплексными коэффициентами). Покажем, как можно 
найти ее примитивную. Из еж" (должно быть) известно, что В (х) есть 
линейная реник ф-ций вида х" (пе4,) и 1/ (х-а)й (м=/, зе С). Прими- 
тивная хП равна хо +1" (п+Г); примитивная "Т/-а)м при м>Т равна -—- оба 
наконец, при ас В. примитивная Г/(х-а) равна 4. | х-а|. Для нахождения прими- 
тивной 1/(х-а) при а @ В нам нужен 


Комплексный когарийи. Пусть В = { х+буе с теч - полоса в ©, а РЕ =6\1<9, 


Тогда ф-ция е“ задает биекцию В на Р. Поскольку е* переводит квадратик 


в фигуру ч ‚ ясно, что ей есть открышое отображ. ‚т.е. 
является гомеоморфизмом В на Р. Обозначим обратное отображение РВ через 
би, 2 (на положительной веществ.оси он совпадает с ранее определенным %х). 
По теореме о диф. обратной ф-ции ии диф. в Ри ( =) = [/= при ЕЕР. 
тем самым, примитивная ф-ции 1/(х-а) /хеВ, а В.) равна (и (х-а). Явная 
формула для 4и, Ё: пусть 4 (х +6у) = изё . Тогда и= 4 =4 2.6942), 
а т а “мк 420 | 
1 > РИ „ (Докажите! Это - обязательная задача). 
Замечание. ф-ция { э°не имеет предела в тачках отрицат. веществ. полуоси. 


Более точно, при х ос 0 имеем: ии, (ке )= фк в1-% и, аб ку) = 
К-т. КК. т р 

и - производные. По определ 6+} (х)= у аи. о 52 рр (х) 
/Другое обзоначение ДП (к) =/“х)/. ясно, что Д “(д ) мт, 
Предложение. Мн-во фций :Г ->Е, п раз дифференцируемых на 1 р в данной 
точке х ое1) есть вект.пр-во, а отображение { |-> др (соотв. ры“ (х.)) - 
линейно. 5-62. слева. 

Предложение. /Формула Лейбница/. Если (х,у):> [ху] - непр. билинейное 
отображение Ех Е ->®, /:; Т-%Ви ид: 1 -Р- имеют на Т производные п-го 


порядка, то [431 также имеет Рбизводную, и она равна 


= “о (и.- к) р 
д 191 = 2 [+ к 
Это сразу получается индукцией по п.) НВ по к легко пол пучить ф-лу 
Лейбница для к сомнижителей: Д ый = 2. има). и. Ё “2. ). г 
Где (при. ла, = яхта и Олиномиальный коэффициент. ^^ 
Менее известное, Хотя И очень полезное обобщение формулы [49 = ТН 


дает формула: [“ 94+ С0 "#9 |= 2 Са [4 |+. НЕ 
(док-во очевидно). 
В интегральной „форме отОДВ а следует 1“ рования До частям 
п-го порядка: : (4 “ал = -(& .(-10^ ле Е + Го 
Она частотпозволяет сразу вычислить примитивные, заменяя многократное обы* 
чное интегрирование по частям. Пример. Примитивная век (пе 2, ас ®) раз- 
на 6”. | х и им Хх” _ ((сделать самим, взяв = а 


а 
(х)=х 
| ы одно приложение: многочлены Лежандра: отрим евклидово пр-ю 


вещественных многочленов на[-Т,Г [со скалярным произведением <Р,6> = 
= || Р(х).Ц(х) сх. Применим процесс отрогонализации к многочленам 1,х,х“... 
Что. получится? Ответ: с точностью по, положительных множителей получаются 


многочлены Лежандра: т ДП(хе -Т)П). Док-во: ЯСНО, что 224 Ри=и и 
старший коэффициент Р_(х) п тури (и равен ие ь . 
Оствлось доказать, что ГР. (х). хм фх=0 при О м<п. по ор ле Е 
вания по частям п-го она имеем | Р с (кхм Х= т > =— > де г (хо т)" ). 
„Дек | (=) /второй интеграл овсутствует т.к.Дох“=` 0/. Но очевидная индук- 
ция показывает, что многочлен дит ((х2-т)п) делится на (хе-рЕТ, так чт 
все слагаемые в правой части (+) и в 0. 
Обязательная задача. Доказать, что ИР ы И 5. /Указание: вычислите 

} Рр (х)хи фх. Интегрирование по частям РО порядка сводит его к интегра- 
лу ((т- -хе)Пх, а последний сводится заменой переменных к интегралу 
я сиб 46.Все эти (и подобные)интегралы надо уметь вычислять! / 


Еще задача: Доказать, что Р ат, р (-1)=(-0)" /Воспользуйтесь ф-лой 
Лейбница/. 


Рассмотрим геометрический смысл второй а их 
Выпуклые ИИ, Пусть Г - промежуток в В, и {1 >-В- ф-ция. хе! 
положим М, =(х, # ())е Е — соотв.точка графика #. 
Определение: ф? наз. выпуклой, если точек х«и=х’из 1 точка а не 
выше отрезна[м_ И хДйными словами, {(Ах+ (4-Х) х') < 46% + (1-2) $ (<). Ул Ц 
Предл.Если хт< х2<...5 хи - точки Т, ^,, А: ^м>0 , 2: =, то 
1 № х:)< >^ .#(х.). Док-во:при п=2 это маек выпуклой ф-ции. Да- 
лее - индукция по п. Положим д= АЛ. А, = 2—^ К. Ясно, ЧТО Х<х< 
2х, т.е. ХЕТ, и по Я 7)<. к ее). Но тогда. { 2» $) 
= (+ (А )х) < ий (х)+ (ТА 24 (х. )= {3 ), что и требовалось. 
Критерий выпуклости. ф-ция 4: (а,в) ъВ. “выпукла на (а, в) <=> { явл. прими- 
тивной некоторой монотонно неубывающей ф-ции 4 :(а,в) >. 
Следствие.Пусть 4 дважды дифференцируема на (а,в).Тогда { выпукла 2) 


4“)? 0 \Ухе (а,в). 
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Вотье, Функция еХ выпукла на ГВ, , о тьк. (ех)”. =е хо. мы е == А = 
22. Хе УхтьХо»...,ЖЕВ, ЛЬ > О, 2»; =; Положим а = е_ К, - АР, - 
зольные положительные числа: Мы снова получаем нер-во 1 а. 
При Ж=А,5..=Лп = Т/п - это нер-во Коши; 
 ДОК-БО критерия ЕНпукловти: Достаточиность:: Пусть асхахав, ит = А х+ 
+(1-Л)х’ (№(0,Т)), т.е; Е- х= (1=Х)(х'-х) их’-2= Х(х’- х). Сдвигая 
4 на константу (на свойстве выпуклости это не отразится), можно считать, 
что. 4 (у) = х3 (2). (Ф на [х,х]; Нреобразуем нерво, КОТ. МЫ ДОЛЖНЫ ДОК-ТЬ: 
а < (1- -}) Г” (АЕ 7 > 79 4) ней (1-Х) 73а. 
По условию, 4 (#) < 3 (=) при кт => АН Ч (Е) = ^ 3 в -—х) = 
=) (1-Л) $ (2) (х-х), аналогично, (4-)\). Г Зее > (- ть -2)-№(-\4 (=) (к М х. 
Необходимость докажем в несколько шагову (Т) П ВЫПуКдА 1 на(а, в) 
иасх су <х'’< в. Тогда неа оО < ты 
‚ это очевидыо: 7 7 з р х 
(2) В силу ната (т), имеет конечные |; и +, в каждой точке (а,в), . 
чем г (к) < {' (х) < 0-9 7 я ‚(к)< 2 (к): $В частности, /- непр; к 


(3) Положим 4(х) = #. (5). В силу (2) 9%) неубывает. Осталось док-ть, 
что 4 — примитивная ф-ции й ‚ т.е. #' (х)= 9 (х) ве ткроме м.б. счет 
ного числа точек. Иначе говоря, нушно док-ть, что мн-во [хе (а,в) (и, . (29 
не более, чем счетнох Это снова ясно из (2), поскольку интервалы( /, дх) $ 
и. > (х)) дя таких точек попарно не пересекаются; Критерий доказан, 
кула Тэйлоре (а), то положим *, (х)= Е (®)-# (а) - Ра) а 
ыы а) вер а) И „Як «Тогда: (а) м ‚ 2ь(®) =0# (6) Если # "1(х) - ‘сущест- 
-&)и 

вует т ва Т, непру и является примити РН 61 ИИ ф-ции к (х), то Г(х) = 
= = А Рея (в) Боди ТО (ХО < М ва Т, то | ,б «м. Клее, 
ЕСЛИ хе 4- числовая, и и!" (х)= М на ТГ, то м. < < 2,(х)< М к 4) у 
| х> (“ из [т 
О -Ье (а) Ик но пу я п =Г утв: верное Имеем. у’ п(х)= Ё (х) Ср (а)- 


НИ... в = 2. р (к- в а)`^ — это остаточный, член (п-Г)-го ара для ф-ции 
$’ по предп. индукции \/с > 0 3 1>0:[7. (У= | у—а| при | у-а|< ® 

и у&Т:; Пусть а<х= а+ |.. По т. о коночных ыыы примененной к фун> 
мари. И =. (у-а) т, получаем ||% „(х)(< = Е (ха), что и треб; Аналогично для 


В Формуле интегрир.по частям п-го по 
49 и в на х, Мы получим: | ПИ и ы ги у В ыы 
Умнохив обе части на (-Г)Н олучим ‹ ем 
(в) сразу ны й о ‚подучиы требуемое. +С , И о Ри) 
| | ий комплексного аргумента: ; Пусть Ч с@- откра, со- 
тир т Гар, + и [: 0-Е имеет непр. ук” в Ча Тогда 
д = Рад сада чин ЗЕ нат + Пе О 
| й | .(х -в)" + 




















19. 


п. 
В частности если | Не (| М в ‚то остаточный член по норме не превосхо- 
дит М < т. Док-во. Надо применить обычную формулу Тэйлора к функции 


а(#)= + (а +Е(х-а)). 
Ряд Тэйлора. Пусть 4 беск.дифф. в окрестности точки а. да] (х-а)1 


наз. рядом Тэйлора ии 4 относительно т.а. Он может расходиться , а тЫ 
он сходится, то его сумма не обязана равняться 4+ (®). 1 Пример. 2 )= г” 

при х;0 и ро (0)=0. бесконечно диффо. на В., и р“ 0) =0 Уп (проверьте это) 
т.е. ее рад Тэйлара относит.0 равен 0. 


Однако справедливо следующее 20 

Предложение! Если ф(х) представляется как сумма степенного ряда 2. с с (х-а) 
в нек-ой окрестн.(а, ры. беск. дифф. в этой окрестн. и этот ряд есть ее 
ряд Тэёлора, т.е. сл= ы . Тем самым коэффициент сл определяется одно- 
значно значениями Г В а угодно малой обееножа Т. а. 
Д-во. Ясно, что сдвигая аргумент можно считать, что а=0; очевидно, что Со 

2 (0). Ранее было доказано, что | (х) = 2 поржп” Г, причем этот ряд ат 
тот же радиус сходимости, что и исходный. Беря следующие производные, полу 


чаем, что { беск.дифф. в своем круге сходимости, и (х )= — „К ‘(к-и+с, 


(и. К. 
В частности, 4 “(0) = = п! сп» ЧТо и треб. и 
Разложение элементарных функций. Мы уже знаем разложение экспоненты е*= 


ха 
=+ 2+ а (ряд сходится на всем ®). Ф-ла Тэйлора р оценить 


м + | ее >С 
скорость сходимости: п-ый остаток равен Фи (2)= а 654 мечи 
1 х 


| ыы хе, к ий Х=О |= |"Я = 
то|е |= 57 1х, и хьо , откуда 1%„(2)|< (ит) при ко, и(%. (2)< (2 р 
при х>0. При 2 =хе В. получаются оценки с двух строн: пи < №. К 
| `, к. + ( ы 
при х>0; знак , (х) равен (Гут пе, (к) < =] при х=0. 
По той же схеме оценивается скорость ет рядов _з г 
2Ъ , 22 Е 
м > ЕЕ = - 91. - со) ЗЕ ЗЕ +. ока Н 


Обяза" задач. . При хеВи\п остаточный член п-го порядка в ряде Тэйлора 
‘Си-х и созх не превосходит по модулю первого отброшенного члена ряда и 
р-н с ним по знаку. В частности, получаем: 1-х? /2 < сСо$х<[ У хЕВ. ; 
х - х3/6б 5% Х5х Ух >20. 

Биномиальная формула. Функция 4 (х)= (Тех) а оАеЫ при х`>-Е (аЕе В ). 
Поскольку Е рр Бе * (а-п+т)* (1+х)8`", ряд Тэйлора ф-ции #{ отн-но 
х=0 имеет вид 2 ОЖ . Этот ряд имеет смысл \\ а<@; обозначим его через 
3(х). Пред . Радиус сходимости 4 (х) равен Т /аеб $4 (при ае2,)7(х)- 
полином, т.е. имеет о радиус сходимости). Док-во: | (24). к = 
= ЗП при`п => ®. Поэтому радиус сходимости равен 1 по ый 
Даламбера. Доопределим ф-цию (1+ 2)® при 2ЕК, 12| <1, ав © формулой (1+2)8- 


= её бл, (1+) (м - комплексный, определен выше). 


Теорема. (1+ и) = р Е при |=!“ (ИаЕб ). Док-во.Снова обоза 
левую и правую части через (2) и 9(=). Они определены в круге |2|<т, 












20 
дифр. в этом круге, и верно (1+ =)1(=)= а{(=); (1+ 2)4 (2 )-=89(=). 
(Последнее равенство в проверяется вычислениями со степенными рядами) 
Отсюда р’ (=) 9 (=)=93 (=) 4 (=) =) (=) =0 /{7(=)7О - очевидно/ => 
> % = соиз = , С =, что и треб. 
разложения, {«(1+х), ас а хи аси х. Имеем по биномиальной формуле: 
(би (1+х))' = п Т - х+х“-х9+..., а: х) = -1-> -- -хе+ о 


, 1+х 
(ас<(и. х) = т -=(1-х< ) 2-14 1 ах + с: ке... + ры 
= ооз 


?| (все при |х1<Г). ойнтегрируя, получаем, что при | х|<1 

3 (1+х) = х-х “/2 + х8 /5-...+(-Т)П- ы х /п+...; ас (== в - 5. /3 +Х2 /5+ 
х ее ‹ (х )/(2п-Т) +... ало$их=х+Х 3 /б+...+ 2 2:2 Рони: 81-1. 
$ 7. На границе круга сходимости: при х=ЁГ ряды и. (Т+х) и ася х схо- 
$| дятся (неабсолютно) по признаку Лейбница о знакоцеременных рядах. По т. Абеля 
<! получаем тождества: (и. 2= =1-1/2+1/3-...> № /4= атс 69 1=1-1/3+1/5-... (тожд. 
$ Лейбница). Ряд а2с5(и. х ты х= сходится абсолютно, а г" нормально схо- 

[= 

о т: ЕЛ аи. 1 Саи а дет —> ТГ при п -> 00. 
ры рая а} ви. Т=Я/г= ЧЕ) 5-1 1-42 451 12,... Этот ряд схо- 


дится намного быстрее, чем ряд Лейбница. Впрочем, еще намного быстрее схо- 
дится ряд аси (1/2)= 76 = 2 р нй Ве: НИ 
и. =0 ‘Я (Зин) ди! 
Упражнение. Получите разложения обратных гиперболических функций. 
Мы получили разложение в ряды всех элементарных ф-ций, кроме `6 И 
Разложим в ряд Тэйлора ф-цию = 64 22. (как ни странно, это трудная и важная 
задача). (Значение ф-ции в 0 по непр. равно Г). (Зе пло 24 в. 


Теорема. а)(Эйлерово разложение Са =): У2Ес\ 7.9 имеем: ср а= & - +2 = 


+ риа ), Причем ряд в правой части нормально сходится на любом мн 


в С\ 2-9. 0) Обозначим через ® >, сумму 1 + ак иа+ ‹, -.. (К > т). Тогда 
С - кую гк 
при = С = раскладывается в степенной ряд: 20 = 1- Хх. ^ ‚АК =” 


ясно, что 1< $5к<®& У ке ‚ откуда радиус Ва последнего ряда 
равен ЭГ. Следствие: Имеем тождество (41- 5 22 54 Ч, .). 
{- <. Е г _ Я дч ; 2 УГЯ 
.( = ...)= Ч! откуда можно последоватально найти все 
Ок. м 52 = М 6. 5.=9 УГ" /90; вообще, Ук /тАК - рациональное 
число. Док-во а Прежде, всего, =”, 6) из Ва В силу а) _ииезу при. 
1215 ок 4 - ЕС = = ме. ет 27 то и Е =... = т ое 
ый. 2 рек тг «При |2 < Л "семейство (тия . ‚абсолютно суммируемо , как 
ыы [2% 
следует из проведенной выкладки, т.в. „сумма, всякого Нм числа членов 


2. 2 
семейства к не превосходит 2 ЗЕЕ < . Цопользуя асроци- 
ативность абс. сходящи хея семейств, получим {- те 422 р кбжатек = 
—ыь и- ь 
-= 14 Ра 5’ак* 2 что и требуется | 


ТАК ‚. 
Перейдем к О-В части а). Прежде всего сформулируем и докажем (уже: ис- 


ет. 


пользовавшуюся выше) теорему о ложении ональной ‚: каждея раци- 
ональная ф-ция В (2) над © однозначно представляется в виде В (2) =мно- 
гочлен от 2 +лин.комбинация(над 6) выражений вида 1/(2 -а)П (пе А’ аеб). 
Д-во.Лемма из алгебры: Если 01(=) и @>(2) взаимно простые’ полиномы, то 

3 полиномы Ру(=) и Р.(2.), такие, что Р(=)@т(=) + Р(=)6р(=) =. 
Док-во леммы.: идеал в 6Г>] , порожденный Ст и 02, главный, т.к. [2] -. 
кольцо главных идеалов. Поскольку НОД(@т,02)=Т, Этот идеал равен С[21], 
отсюда следует наше утверждение. 


Док-во теоремы о разложении. Пусть В (2)= КЕ), где Ри © полинмы. 


6( = 
Если @ =@76о, где НОД (@т,92)=Т и Р.у@т+Робо=Г, то 5 Е (ВНР “2 


Е те ‚ По основной теореме алгебры © (>)= с П (=-а,) СК, откуда 
следует, что Р.(=) представляетфя как сумма дробей со знаменателями(х 

в степени и,. Раскладывая знаменатель такой дроби по степен—м (2% а»), 
получаем требуемое вазложение, Единственность. приравнивая два разложения 
ф-ции В (=), мы видим, что достаточно док-ть следующее: если Р(2)= 

=> Р.( Е=а,), где Р - полином, все Р„ - полиномы без свободного члена, 


К | 
а& а, - различные комплексные числа, то Р=Ру=Ро=. ..=Р=0, Это очевидно, Т.к 


если (скажем) Р.&#О, то: левая часть этого равенства имеет конечный предел 
при я->ат, а правая - не имеет. 2(=) 

Следствие из док-ва. Если В (2 )= ВЕ) ‚иа - корень 9(=) кратности к 
(т.е. @ (=) делится на (#-а.)" и не делится на (2 - а)К*Г), тов раз- 
ложении Р.(=2) нет членов (=- а)—М при м>к. В частности, если все корни 
@ (=) обе: +55, 6, и о - ау; (все а, различны), то В (=)= Ру(2)- 
а: (Р. - многочлен, ве (). Коэффициент ®. наз. вычетом раций 
ОНАЛЬНОЙ В. (=) в точке и; очевидно, он может быть вычислен по 
формуле: в,= 2%, В (=).(2-а,). Отметим еще, что если (24 Р < 64 6, , то 
"многочленная"часть в разложении В. (2)= Р(=)/@ (=) отсутствует, т.к. 
та «В(=)=0. 

Эйлер получил разложение с 2, основываясь на замечательной идее, что 
с с можно обращаться как с рациональной функцией, рассматривая отношени 
со< 2/<ёи = как отношение двух"многочленов" В самом деле, корни =. это 
в точности точки к], КЕХ; все корни - простые, т.к. производная (ХиЕ)- 
= 052 в ижикеотлична от 0; "вычет"с. 2 в точке к] равен и оби (а-К) 
= Пита =(по правилу Лопиталя) ом с =Т наконец? во са=(уща у 
поэтому со$ 2 естественно рассматривать как"многочлен"меньтей степени, чем 

У“ 2, ‚т.е. смитать, что многочленная часть в разложении с%Я > отоут- 
ствует. Учитывая все эшо, получаем эйлирово разложение (разумеется, все 


сказанное ни в какой мере не является доказательством). 
Идея предстеящего док-ва состоит в следующем: мы докажем, что при всех 
натуральных, нечетных п 4 является (настеящей!) рациональной функцией 


от п+4 = „Выпишем разложение этой ф-ции на простейшие дроби и устремим 
пк . Тогда и 4 =-> = ,‚ и наше разложение в пределе перейдет в эйлерог 






22. 
Подготовительный материал из тригонометрии. Лемма. Имеем аа И пе № 
с4миЕ = а - уч (в +14), уе (В+ 271%.) *, ь Хи (в-т). 
вЫ р в НЫ СЫРА 


её. -и‹= С = 4 т д |). 
& и = = = 
Е ге” 72:2 р .( 1412. г ь- -0 7) 22. г | 
9. ‹.2 ААУ _ с - к 
(поскольку. (х7 -Г)=П (х-е `)). Дадее © '- © =е ` 


И. АР». —а и а м (2+н и); 

откуда следует, чз0 дима = и ол ЗЕ, бы, (ум + 

А- (2 та - (441+.. ‚(и 1) _ < (0:)^ т ое ЛА. _ ы от ить 
Г «2. 

Следствие. 1. \УпеЛ имеем ко ИА. "Им 2 (поделим предыду- 
щее равенство на им? и устремим 2 к 0). мы 2. Пусть п=ёМ+Т - 
всюду в дальнейшем иратуральное, нечетное. Тогда У2- 2. № имеем: из = 
=(-Г)"ся >, сё (22+%)*. „09 (&+и-9Т) . ДОК-ВО: Сделаем В вы 
замену = > 2+. а „Тине )= м (из ++ ит) С)” се» и => си = 

= (2 Со с баь®):. С, то равенство на Рвенство из леммы (там, 
где миа 0 ©7 24 22%). Имеем @#} из = (ПУЛ 4» КТ) СО СЛЯ(- © <) 
ры и м 2ке мы, и {= 2ы+1-к имеем с (= +“Т)- тов (ант. т) = 

= об ( 2 — т) С)" п" 1+4 2. © 2х | 
Мы видим, что с#а^ есть" рай. роб © от и= 4 , числитель которой имеет 
степень п-[, а знаменатель - многочлен степени п, нерят п простых корне! 

— М5 Ком). Отсюда Сия == Е имеем ая и а ВНЕ - 
Е ве ЕП 

о правилу Лопиталя) ея тЫ 
Отсюда, заменив ов на =, окончательно получаем 4 — но 

(вы 1 | = я)= 4 Я а = ыыы _.- 
°\ 92-33 ВЕН К Ка 6 КЕ (чу лк и 

Е 4т.Т). и Дия п= 2м%1 
Е ‚и КЕ, определим число^Г к(п,=) формулой: и, о. ЗА 
те 
Мы доказали, что С 2 = = (из) для всех пи = ЧАС =) 
= ясно, что (ню = и 902) = бек ук к>0. Поэтому эй- 
лерово разложение означает, что са Рим 2 и )=2 „Жк @ =), и нам ос- 


талось только доказать справедливость предельного перехода, приводящего 
К этому результату. Фиксируем компакт ен. не пересекающийся с Д.Л ‚и 


пусть Е=С(К) - банахово пр-во не ф-ций $ : К-—>@ с обычной нормой мах 
модуля. Пусть / = {м те 2,30 ит Для каждого ке 2. 
определим ф-цию 7: 7% Е формулой (п) (=)=®Ю.(п,=) /На самом деле 
все 0 „определены в нек-ой окрестности точки + © ГА Эйлерово разложение 
сразу вытекает из следующих двух „утверждений: (Т) все, непрерывны на\Х; 
(2) 3 окр.Л'< О точки + со в{, такая, что ряд > Г. нормально схо- 
дится на “Л” 


07), 42: 





КА 


бы 
а 2, + ды 





° В самом деле, поскольку пр-во опр. отображений сл ‚Е) -ба- 
чахово (теорема начала семестра), сумма ряда = ок есть непр.ф-ция нал". 
лри п #+ ©0 имеем т "ы Нопрерызиость суммы ряда в точке 


25. 


+29 . Это в точности и есть утверждение теоремы] 
Поскольку + ® о ОЙ утверждение (Т) означает, что У к 
ф-циялл (п, =) стремится к х(+ © ‚=) при п -> + ®° равномерно по =е К. За- 


метим, что Е является кольцом относительно умножения ф-ций на К. Восполь- 

зуемся тем, что алгебраические операции на В непрерывны (т.е.умножение 

Ехк >В и взятие обратного элемента, определенное на открытом подмножестве 
Е |0 не обращается в 0 на К, . ЭТо доказывается аналогично непрерыв: 
сти алг.операций над числами (сделайте это сами!) Итак, если >. 

9, 9 ВЕ, то 1/9 в> 1/9 в Е (т.е. равномерно на К). Учитывая это, мы 


видим, что достаточно установить, что и > при п -> °° равномерно на К, 
а для этого в свою очередь достаточно д-ть, что сос Т, и пии эхпри 
п -> Со равномерно на К. Пусть |=\< ВР на К. Фиксируем 270 и выберем 0,0 
так, чтобы [05 -Т|= =. при \=\< 8`.Тогда при пъ, © имеем | со Г «Е 
И | Моим Е, -21< $ (по теореме о конечных прирацениях, Т.к. (пИия - Е) = 
=с0$°=- ТГ). Утвержёение (Т) доказано. 

Докажем (2). Поскольку при п >+ сот 4= >Хравномерно по ==К, имеем при 
достаточно больших п и Ем УЕе к. Кроме того при 0 <х <7/2 7® 


х 
=х-х3/6 2 х/2 (т.к. №<%@); значит, при Т<к&м имеем и, м КЛ к . 


Отсюда следует, что при дост.больших п и КЛ /2 М имеем НА < агке=Пос- 
“м 


кольку ряд ра ре *сходится, утверждение (2), а с ним и вся теорема док 


ЗАДАЧИ НО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМУ ИСЧИС ЛЕНИЮ 


Т. Если Ч (х) - квадратная ЕЩЕ д еренцируемая и обратимая в точке 
Хо.то производная определителя Д х)= 29 (х) может т вычислена по фор- 


муле: Д' (с )=Й (Ко) * ГЕ (9 “(хо) (ко) ) —. 6в-ция Ч (х) (обратная матрица) 
диф. вхо, и р, Л 
2. а) Пусть х. Е(а,в),и [: (а,в) >Е - отображение в банахово пр-во Е, 
непр. в т.х.. ДОок-ть, Что { диф. в Хо<==7 Е | 2+ 4. -К) 

, (К К)->@,0}  И+К 
причем этот предел равен 2 (хо). | 
ф-ция | ‚равная Хх” бл. (Т/х) при х#0, и О при х=0, диф. в|Р..но предел 
ЕЯ ат не существует. | 
в) Определим после довательность непр. ф-ций та на 10,Т.[след. образом: [ оСе)= 
= Е; при пР1 ф-ция {| линейна в каждом из 31 промежутков — < Е КУ! 
и в концах этих промежутков имеем: . 'п(51)= а и + “), где 5% 4 мот З, 
я. =0,Т,-Т. Доказать, что последовательность({) фавномерно сходится в(0,1] 


=0 $ 
к (непрерывной) ф-ции /, не имеющей производн Я ни в одной точке СО,Г]. 
Указание: воспользуйтесь п.а). 


5.а)Пусть аи в - две точки в банаховом пр-ве Е. Доказать, что отображе- 
ние 7. => а + 63| имеет левую и правую производную в каждой точке [Р.. 
б)Пусть Ц,:(а;в) >Е - отображ., имеющее и/.(+о) для нек-го 6 <(а,в). 
Доказать ‚ что отображение & => |и(® имеет правую производную в {си 
(СД (65) = Сео. 
4. Пусть (о- банахово пр-во ограниченных последовательностей с нормой ие 
Построить пример непр. отображения {=> бо опри котором каждая кооз- 
динатная ф-ция 4, (+) дифференцируема в # =0, но { не диф-ма в этой точке. 





Задачи по дифференциальному исчислению 


6.а) Док-ть, что если 7: (а,в) > В. - дифференцируема на (ав), то при ото- 
бражении # образ любого промежутка в (а, 5} снова есть промежуток (т. 
е.для производной всегда справедлива теорема о промежуточном значении, 

_ даже когда она не является непрерывной). 
б) Пусть функция $ :[-Т,Г] > р определена формулой: 
(0,0) при -1<Е< 0 Доказать, что / дифф. 
| СЕ) = 2... д | Н ть, но что 
{ (2 у со» №) при 0О<Е<1 р т Е 
связное. множество в ве. 
7. Пусть $ : (а,в) > @ - непр., не обращается в 0 и имеет 2 в каждой точ- 
ке (а,в). Тогда для того, чтобы |4! была неубывающей функцией ‚необходимо 
и дост. чтобы Ве (4 /4 )>0 на (а,в). 


8. Пусть + :(а,в) >Е - дважды дифференцируема в точке х_. Док-ть. что 
+ Ра + бор) — ея (ке) ы 


9. и 1=[-а, а] ^и | 1Тъ8- дважды дифференцируема, и м [04 (х)|, 
М>= 3] Док-ть,чтоУхет [|4#0)|1< — + + М 

(Выразите 4 (а) - _ (х) и 4 (-а) - 6 (х) по формуле Тейлора. ) 

.Сб) В условиях а) док-ть, что если а`> Мом то Мт= И] ко- 
нечно, т 2 М>’; если же 1=В. ‚ то Мте\еМ М... ыя | — 

та ее Ь ООО "АУ О тако, зао Ида А-а 

Выпуклые функции 

11. Пусть Гы выпуклая убывающая (соответственно возрастающая) функция 

| ЕР - обратная ф-ция (на $ (1)). Док-ть, что 4 - выпукла (соотв. 

12. Пусть Г< (0,+ <°). Док-ть, что 4 (Т/х) выпукла =>х-й (х) выпукла. 

13. Пусть { В Иа на 1СВ., а $ выпукла и возрастает на интервале, со- 
держащем (1). Док-ть, что 42Р выпукла на Г. 

Интегральное исчисление к, (Х-=) ыы 

14. Пусть ] - правильная (вектор-)функция на [`а,в.] и 9 (х) = 5 2 се) (и-0/ 
Доказать, что 9 имеет на Га,з] (п-Т) непрерывную производную. и а0*-ч 
есть примитивная для + (если Вы собираетесь ди форонцировать под зна- 
ком интеграла, дайте обоснование; но можно обойтись и без этого!) 


15. Пусть 4 :1[ > Е - правильная (Е — банахово). Док-ть, что \ компакта 
КТ замыкание множества + (К) компактно в Е; построить пример, когда 
? (К) не замкнуто. | 


16. Построить непр. чысловую функцию 2 (х), такую, что сложная функция 
Ури , (х) не является правильной (хотя хи - правильная ф-ция). 


17. Ф-ция + :[а,в\ >Е (Е- банахово) называется функцией ограниченной ва- 


риации ‚, еслизС>0 такое, что \У цепочки 8=Хо < Хо Хо. .СХр= В ВыЫпПол- 
няется неравенство 2. [жен ) - 10) <С. 

а) док-ть, что 4([а,в1) предкомпактно в Е. 

6) док-ть, что { правильна. 


18. Док-ть, что \ правильной ф-ции $ на [Гав и МЕ 0 - непрерывная 
на [а,3],такая, что <) -9С6) Ца = & 7 ' | ы 
19. Пусть ф-ция Ф на Га,в есть примитивная правильной фб-ции В, и Р(а)= 
=1(3) =0. Док-ть, что если М = 54 4 (к) ‚ то ее м. 6357 


20. Док-ть нер-во Юнга (= р У(к) к + | 96) (см.начало семестра) в 


. 7. 


положении, что $ есть примитивная правильной функции У. | 
{еазанив: рассмотрите ав - о. 2-Е) {у как ф-Ццию от в при фиксир.а) 


аожеррамиреиии ЕЕ 


/ 


ЮТ. Пусть { : (а, в] > В — правильная, [ав |-»В. - монотонная ф-ции 


а 3 
Док-ть, что 3 се[а,в] , такое, что (ее =94 [+ 
("Вторая теорема о среднем"). О, ы - 
Указание: приблизьте монотонными ступенчатыми ф-циями). 


22. Пусть р. — правильная ф-ция на Га, в|. Док-ть, что 
дд фене Е > био |, СН] зи 46 =, 
дм, © 2) [ны =  { {6 
(Указание: приблизьте { ступенчатыми ф-циями.) РЕ”) д 
23. Док-ть, что при п > ©9 многочлены + (х)= ея 
о 
равномерно стремятися к -Т на всяком отрезке [-Т, -#] и равно- 


мерно стремится к +Г на всяком отрезке [&, Т|1, где &>0. 
указание воспользуйтесь оценкой \(- а > №*(1-Е)" + 


Выведите отсюда, что многочлены 9.(х) = /”? (Ядравномерно стре- 
мятся к |х| на [-Т,Т]. дп $ +. 4 


Элементарные функции —. 
а)Док-ть, что ф-ция (1+ ця +Р является убывающей (соотв. возраста- 


- (соотв. р<0). Для Охр<1/2 ф-ция убы- 


ющей при х>0 <=—> р» 
вает на(О,х.) и`возрастает на (х,,+ о ). Во всех случаях она стре- 


мится ке при х > + <. й 
6) Исследовать так же ф-цию (Т+о/х) 


25. Док-т-ъ, что при х,у`>0 имеем ху < химх + еУ-Г; когда достигается 
равенство? 


26. Пусть А= (ап) - дважды стохастическая матрица, т.е. все а: >0, и 
суммы по строкам и стойбцам равны Т. Пусть х = (ху, +, И 
У =(Ут,-..,Ум) - два вектора с положительными координатами, и у Ах. 
Док-ть, что Ут*У2*...*Ум Хр*Х2*...°Ху * 

27. Док-ть, что если х,у,а,в 70, то х (м, (х/а) + ум, (у/в) 2 (х + ре, 


4 


причем равенство достигается лишь в случае х/а = у/в. 
28. Доказать формулу: долее х) — (-1) и И! ‚С (калом =) р 
4х2) 


х2- } (2 
29. Доказать, что в векторном пр-ве отображений В >С различные ф-ции 
вида хцейХ (пЕЁ,ае () линейно независимы. 


30. Док-ть, что отображение со< 2 гомеоморфно отображает полуполосу 
{без ХЛ’, Зил = > ОФ на дополнение до ® полупрямой 1 х<Ту. 


ЗТ. Доказать, что если $ (х,у) - многочлен над ©, то вычисление прими- 
ТИВНОЙ ДЛЯ ф(х, (их) и $ (х,алели.х) сводится к вычилению примитив® 
ной для рационалны@йй функции. 

32. Док-ть, что вычисление примитивных следующих функций сводится к вычис 

лению примитивной рациональной функции: В а) В. (е?Х), где В = рамиональ- 
ная функция, а®еВ ; 0) 4 (Феи. (ах) со$(ах), где # — рациональная 


функция. адвуф переменных, аеЁРЮ. (вспомните про <4 "половинного угла). 


5: 


в) (ах + в)Рх# (р, © В,), если одно из чисел у, 4, Р+$ - целое. 


33*) Доказать иррациональность числа Я (если Т = р/дЕ ©, то расомот- 


рим 4“ (7 (х. т к) ни ках ; доказать, что это число должно ле- 


жать в №М ‚ас другой стороны, стремится к 0 при и. > ®°). 
34. Докажите, что ф-ция [х| на, [1, [является пределом равномерно сходя- 
цебя последовательности многочленов, заметив, ччо | х\=(Т -(Т - х2)) № 


Эйлеровы разложения Ва 
ЕЕ Ви „ди 
35.а) Числа Бернулли В; определяются из разложения =_1 — и-о ил 


Докажите, что В; =Т, Вт =—Т/Иа, Вот_1=0 при п Т, и В = (-Т)7Е(2н)! . 


2$ 
(5)ее при п>Г (здесь му и + ны а 


6) Разложите в ряд Тейлора в 0 фции #4 2 « 1/ Е 

: .. 2... р | 
О-В 

} ‚и тьд.). 3х 4 2 ® 
36. Док-ть формулу Вейерштрасса: Г(х) =@ ‘х № 1+Хх 2 
и = 

где *\^ - константа Эйлера, а произведение равномерно сходится на 
всяком компакте в В. .\ Г01. (Указание: перейдите к логарифмам). 


37. Док-ть формулу умножения: _ и-| ци2 
(=). Г(2+ ее (2% =) = (т) ое. и 7 ше Г(и=) 





38. Докжть формулы: Г 
= \. ОА ВУИ 
о (4-8) 4" 2)0-5)(*%)-.. = ТНГ), 
за аа ве К ри 
я ы 


Г'(4) _ г) _ 
г) во - 4 4.. 


